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0. Motivation und Zielsetzung

Bereits seit Langem werden Vervollsténdigungstechniken fiir das automatische Theo-
rembeweisen verwendet. Ziel des Theorembeweisens ist es, aus einer gegebenen Men-
ge von Axiomen eine bestimmte Konklusion zu folgern. Dazu wird bei Vervollstén-
digungstechniken die Menge der Axiome solange um Folgerungen angereichert, bis
die Konklusion selbst gefolgert werden kann.

In dieser Arbeit soll mit verschiedenen Varianten von Paramodulation und Super-
position gearbeitet werden. Axiome und Konklusion werden dabei Hornklauseln der
reinen Gleichheitslogik erster Stufe sein. Weiter folge eine Klausel aus einer Menge
von Klauseln genau dann, wenn alle Modelle der Klauselmenge auch die Klausel
erfiillen. Bei der Superposition wird die Menge der Axiome dadurch angereichert,
dass Gleiches durch Gleiches ersetzt wird. Sind beispielsweise die Grundklauseln
f(b,a) ~ a und b ~ a bereits vorhanden, so kénnen z. B. die Klauseln f(a,a) ~ a,
f(b,b) ~ b oder f(a,b) ~ a hinzugefiigt werden. Man sieht leicht, dass so sehr viele
neue Klauseln entstehen. Daher ist es bei der Superposition entscheidend, moglichst
nur die fiir das Erreichen des Ziels notwendigen Klauseln zu ergénzen. Auflerdem ist
es sehr hilfreich, Klauseln zu entfernen, von denen man erst nach ihrer Erzeugung
zeigen kann, dass sie doch nicht fiir die Herleitung der Konklusion benétigt werden.

Sowohl fiir die Einschrinkung der zu ergénzenden Klauseln als auch fiir die Elimi-
nierung redundanter Klauseln gibt es verschiedene Ansétze. Anfang der neunziger
Jahre kam die Idee auf, hierzu sogenannte Constraints einzusetzen (siehe [KKR90]).
Bei einem Constraint handelt es sich um zusétzliche Informationen zu einer Klausel,
die dazu dienen, die zulédssigen Grundinstanzen der Klausel einzuschrinken. Dabei
setzt sich ein Constraint aus verschiedenen sogenannten atomaren Constraints zu-
sammen, die eine erlaubte Grundinstanz alle erfiilllen muss. Unterschieden werden
muss zwischen zwei Arten solcher atomarer Constraints, den sogenannten atomaren
Ordnungsconstraints und den sogenannten atomaren Gleichheitsconstraints.

Atomare Ordnungsconstraints beschreiben Ordnungsbedingungen, die eine giiltige
Grundinstanz beziiglich einer gegebenen grundtotalen Reduktionsordnung erfiillen
muss. Der atomare Ordnungsconstraint = > f(y) erlaubt zum Beispiel nur Grund-
instanzen, die mit einer Grundsubstitution o gebildet werden, fiir die zo > f(y)o
beziiglich der fest gegebenen grundtotalen Reduktionsordnung > gilt. Solche atoma-
ren Ordnungsconstraints kénnen dazu verwendet werden, im Laufe der Entstehung
der Klausel mogliche Einschréankungen durch Ordnungsbedingungen zu vererben und
so Ordnungsbedingungen iiber mehrere Erzeugungsschritte hinweg zu kombinieren.

Atomare Gleichheitsconstraints beschreiben Paare von Termen, die eine giiltige
Grundinstanz miteinander identifizieren muss. Der atomare Gleichheitsconstraint
x = f(y) wird zum Beispiel von genau den Substitutionen erfiillt, fiir die zo = f(y)o
gilt. Die hierdurch erreichte FEinschrinkung der Grundinstanzen der Klausel kénnte
aber auch erreicht werden, indem jedes Vorkommen von z in der einzuschriankenden
Klausel durch f(y) ersetzt wird. Dabei ginge jedoch die Information verloren, an
welchen Stellen die Variable z durch f(y) ersetzt wurde. Die eigentliche Funktion



von atomaren Gleichheitsconstraints ist es demnach, Teile eine Klausel zu markieren.
Zum Beispiel entspricht die Klausel g(x, a) ~ y eingeschrinkt durch den Constraint
x = f(y) der Klausel g(f(y),a) ~ y, in der der entsprechende Teil statt durch einen
Constraint durch Unterstreichung markiert wurde. Mittels solcher Markierung kann
beim Erzeugen neuer Klauseln beriicksichtigt werden, an welchen Stellen bereits bei
fritheren Erzeugungsschritten Ersetzungen stattfanden.

Die Verwendung von Constraints ermdoglicht es somit, Wissen iiber mehrere Er-
zeugungsschritte hinweg zu transportieren und erlaubt damit gegeniiber anderen
Techniken eine stéirkere Einschriankung der zu erzeugenden Klauseln. Dafiir konnen
jedoch die von Verfahren ohne Constraints bekannten Redundanzkriterien nicht un-
verandert iibernommen werden. Bisher ist es nicht gelungen fiir die Verwendung von
Constraints gleich starke Redundanzkriterien zu entwickeln.

Die Grundlage dieser Arbeit bilden die Arbeiten von Bachmair et al. ([BGLS95])
sowie Ganzinger und Nieuwenhuis ([GNO1]). Sie beschéftigt sich vor allem mit der
Verwendung von Gleichheitsconstraints, das heifit Constraints, die nur aus atoma-
ren Gleichheitsconstraints bestehen. Diese Variante des Paramodulationskalkiils, die
Gleichheitsconstraints aber keine Ordnungsconstraints verwendet, ist in der Litera-
tur unter dem Namen Basic Paramodulation bekannt. Eine Arbeit von René Rondot
([Ron03]) beschiftigt sich mit der Verwendung von Ordnungsconstraints.

Nach der Einfiithrung der grundlegenden Begriffe und Schreibweisen in Abschnitt 1
wird in Abschnitt 2 der Superpositionskalkiil fiir Hornklauseln entwickelt und seine
Korrektheit und Vollstéindigkeit bewiesen. In Abschnitt 3 wird gezeigt, wie dieser
Superpositionskalkiil um die Verwendung von Constraints erweitert werden kann.
Schliefllich wird in Abschnitt 4 der Begriff der Redundanz eingefiihrt. Bis hierher
wurde also iiber mehrere Zwischenschritte ein Superpositionskalkiil fiir allgemeine
Hornklauseln hergeleitet, der die Verwendung von Constraints und Redundanzeli-
mination erlaubt.

In Abschnitt 5 werden konkrete Umsetzungen dieses Kalkiils fiir den Unitklausel-
Fall vorgestellt. Es wird eine Umsetzung, die nur Gleichheitsconstraints verwendet,
eine Umsetzung, die Gleichheits- und Ordnungsconstraints verwendet, und eine Um-
setzung, die keine Constraints verwendet, vorgestellt. Dazu werden unter anderem
konkrete Redundanzkriterien fiir die einzelnen Umsetzungen entwickelt. Ziel die-
ser konkreten Umsetzungen ist es, herauszufinden, wie sich die Verwendung von
Gleichheitsconstraints in der Praxis auswirkt und welche Vor- bzw. Nachteile sich
gegeniiber den anderen Umsetzungen ergeben. Dies ist insbesondere deshalb inter-
essant, weil die Verwendung von Constraints zwar das Erzeugen von Klauseln, dafiir
aber leider auch die Redundanzelimination einschrankt und weil die Verwaltung und
Behandlung von Constraints einen erheblichen Aufwand darstellt. Diese Fragestel-
lung wird in Abschnitt 6 anhand von Messergebnissen der einzelnen Umsetzungen
untersucht. Thren Abschluss findet diese Arbeit durch eine Zusammenfassung und
einen Ausblick auf Moglichkeiten fiir weitere Arbeiten.



1. Grundlegende Definitionen

Die im Folgenden vorgestellten grundlegenden Definitionen und Schreibweisen sind
im Wesentlichen analog zu [Ave95] und [GNO1]. Dort findet sich auch eine detail-
liertere Darstellung der meisten vorgestellten Konzepte.

1.1. Terme, Gleichungen, Klauseln, Closures, Substitutionen

In diesem Abschnitt sollen zunéchst die syntaktischen Konstrukte, die im Folgenden
benutzt werden, definiert werden.

Sei F eine Menge von Funktionssymbolen, X eine unendliche Menge von Variablen
und « eine totale Funktion «: F — N, die jedem Funktionssymbol eine Stelligkeit
zuordnet. Ein Funktionssymbol f mit «(f) = n wird n-stelliges Funktionssymbol
genannt. 0-stellige Funktionssymbole heilen Konstanten. Ein Term iiber F und X
ist entweder eine Variable x € X oder ein Ausdruck der Form f(¢i,...t,), wobei
f € F ein n-stelliges Funktionssymbol und ¢4, ...,%, Terme iiber F und X sind.
Die Menge aller Terme iiber F und X wird mit T'(F, X’) bezeichnet. Zwei Terme
s und t heilen syntaktisch dquivalent (Schreibweise: s = t), falls sie das gleiche
Variablensymbol sind oder sie die Form f(sy,...,s,) und g(t1,...,t,) besitzen, f
und g das gleiche Funktionssymbol sind und s; = ¢4, ..., s, = t, gilt.

Fiir die weiteren Definitionen wird das Konzept einer Multimenge benotigt. Eine
Multimenge M 1iber einer Menge Z ist eine Funktion M : Z — IN, wobei nur fiir
endlich viele z € Z gilt M(z) > 0. Multimengen werden héufig dhnlich wie Men-
gen geschrieben, mit dem Unterschied, dass Elemente mehrfach vorkommen diirfen.
Beispiel: Die Multimenge M iiber N, die iitber M (1) =2, M(2) =1, M(3) = 4 und
M (i) = 0 sonst gegeben ist, ldsst sich auch Schreiben als {1, 1,2, 3,3, 3,3}. Fiir zwei
Multimengen M; und Ms iiber einer Menge Z gilt My = Mo, wenn fiir alle z € Z
gilt M1(z) = Ma(z). Die Vereinigung M := M; U My zweier Multimengen My, M,
iiber einer Menge Z ist definiert iiber M (z) = M;(z) + My(z) fiir alle x € Z.

Eine Gleichung ist ein Ausdruck der Form s ~ t, wobei s und ¢ Terme sind.
Zwei Gleichungen s ~ ¢t und u ~ v sind genau dann syntaktisch dquivalent, wenn
s =w und t = v gilt oder wenn s = v und ¢t = u gilt. Eine negierte Gleichung oder
Ungleichung ist ein Ausdruck der Form s 2 t. Zwei Ungleichungen s 2 ¢ und u % v
sind genau dann syntaktisch dquivalent, wenn s = v und t = v gilt oder wenn s = v
und ¢ = u gilt.

Ein Literal der reinen Gleichheitslogik erster Stufe ist eine Gleichung oder Un-
gleichung. Falls es unwichtig ist, ob es sich um eine Gleichung oder Ungleichung
handelt, wird im Folgenden fiir Literale die Schreibweise s =~ ¢ verwendet, wobei s
und ¢ Terme sind. Wegen dieser Definition werden Gleichungen auch positive Lite-
rale und Ungleichungen negative Literale genannt. Die Funktion Imul, die Literale
auf Multimengen von Termen abbildet, sei definiert durch lmul(s ~ t) := {s,t}
und Imul(s # t) := {s,s,t,t}. Zwei Literale [; und ls (Schreibweise {1 = l3) heiflen



genau dann syntaktisch &quivalent, wenn lmul(ly) = Imul(l2) gilt. Diese Definiti-
on der syntaktischen Aquivalenz auf Literalen entspricht der obigen Definition der
syntaktischen Aquivalenz auf Gleichungen und Ungleichungen. Die Funktion Imul
erméglicht eine einfache Definition der syntaktischen Aquivalenz, wird jedoch auch
noch im Folgenden bendtigt werden.

Eine Klausel ist eine Multimenge von Literalen. Ublicherweise werden Klauseln
ohne Mengenklammern geschrieben. Sie lassen sich auch in der Form I' — A schrei-
ben, wobei I'" die Multimenge der Ungleichungen (die jedoch dann als Gleichungen
geschrieben werden) und A die Multimenge der Gleichungen ist. Beispielsweise lésst
sich die Klausel {s1 # t1,81 % t1,82 =~ to,83 % t3,84 % t4} auch in der Form
S1 ;ﬁ t1,81 ;ﬁ t1,82 >~ t2,83 ¢ t3,84 ¢ t4 oder S1 X t1,81 ~ t1,83 ~ t3,84 ~ t4 —
S9 ~ t9 schreiben. Bei einer Klausel I' — A wird I Antezedent und A Sukzedent
der Klausel genannt. Die Klausel, in der I' und A leer sind, wird die leere Klau-
sel O genannt. Eine Hornklausel ist eine Klausel, bei der A hochstens eine Glei-
chung enthélt. Eine Hornklausel ist also eine Klausel, die maximal ein positives
Literal enthélt. Die Funktion cmul, die eine Klausel {l1,...,[,} auf eine Multimen-
ge von Multimengen von Termen abbildet, ist definiert durch emul({l1,...,l,}) :=
{imul(ly),...,Imul(l,)}. Die syntaktische Aquivalenz zweier Klauseln C und D wird
als C' = D geschrieben und ist wie folgt definiert: C' = D gdw. cmul(C) = cmul(D).
Zum Beispiel sind die Klauseln sy ~ t1,89 % to und to % s9,81 =~ t; syntaktisch
aquivalent, denn es gilt cmul(s; ~ 1,2 % t2) = {Imul(s; ~ t1), Imul(se % t2)} =
{{s1,t1}, {52, sa,ta, ta}} = cmul(te # sa,s1 >~ t1).

Eine Position ist entweder A oder besitzt die Form n.p, wobei n eine natiirliche
Zahl groier 0 und p eine Position ist. Fiir einen Term ¢ und eine Position p sei t|,
definiert durch t[, := ¢, falls p = A, und t|, := tj|p, falls t = f(ts,...,t5,...,tn)
und p = j.p' mit 1 < j < n. Ansonsten ist ¢|, undefiniert. Fiir eine Position p und
einen Term ¢t nennt man t|, den Teilterm von t an der Position p. Gilt p # A, so
heift t|, echter Teilterm von t. Diese Definition wird durch s & t|;, := s|, und
5 & tlap = t|, auf Literale und durch (1 V...V 1,)]jp := lj|p fir 1 < j < n auf
Klauseln fortgesetzt. Beachte: Fiir zwei Klauseln C' und D mit C = D und eine
Position p gilt im Allgemeinen nicht C|, = D/|,!

Sei t[s], der Term, den man durch Ersetzen des Teilterms von ¢t an der Position
p durch den Term s erhilt. Diese Definition gelte analog fiir Literale und Klauseln.
Eine Variable & kommt an einer Position p eines Terms ¢ vor, falls t|, = z gilt;
p heifit dann Variablenposition. Die Menge aller Variablen, die in ¢ vorkommen,
wird mit var(t) bezeichnet. Diese Definition wird auf natiirliche Art auf Literale
und Klauseln erweitert. Zwei Terme (Literale, Klauseln) s und ¢ heilen genau dann
variablendisjunkt, wenn var(s) Nwvar(t) = 0 gilt. Beispiel: Fiir t = f(z, g(b, h(y)), d)
ist t|2.0 = h(y) und t[c]2.2 = f(z, g(b,c),d). Die Variable y kommt in ¢ an der Position
2.2.1 vor und var(t) = {z,y}.

Eine Substitution {iber einer Menge von Funktionssymbolen F und einer Varia-
blenmenge X ist eine totale Funktion o : X — T(F,X), wobei zo = x fiir fast
alle z € X gilt (Schreibweise: Die Substitution o, die gegeben ist durch z;0 = t;
fir alle 1 < 4 < n und xo = z fiir alle anderen Variablen z, wird in der Form
{1 < ti,...,xy «— tn} geschrieben). Gilt zo # =z fir eine Variable z € X,
so heifit = gebunden in o. Die Menge aller in ¢ gebundenen Variablen wird mit
dom(o) bezeichnet. Die Substitution, die keine gebundenen Variablen besitzt, die



also jede Variable auf sich selbst abbildet, wird mit id bezeichnet. Zwei Substi-
tutionen o1, 09 heiflen syntaktisch dquivalent (Schreibweise: o1 = 02) genau dann,
wenn fiir alle Variablen x € X gilt zoy = x09. Die Substitution ¢ wird durch
f(t1,...,ty)o = f(tio,...,tyo) auf Terme, durch (s = t)o := so ~ to auf Literale
und schlielich durch (Iy,...,1l,)0 = ljo,...,l,0 auf Klauseln fortgesetzt. Das Er-
gebnis der Anwendung einer Substitution o auf eine Klausel (ein Literal, einen Term)
heifit Instanz der Klausel (des Literals, des Terms). Instanzen, die keine Variablen
enthalten, heiflen Grundinstanzen, die zugehorigen Substitutionen Grundsubstitu-
tionen beziiglich der Klausel (des Literals, des Terms). Terme und Klauseln, die
keine Variablen enthalten, heiflen entsprechend Grundterme und Grundklauseln. Ei-
ne Grundklausel enthélt nur Grundterme. Die Menge aller Grundterme iiber F wird
mit T'(F) bezeichnet.

BEISPIEL Sei C' = f(x) ~ b eine Klausel und seien o7 = {z «— f(y)} sowie g9 =
{z < a} zwei Substitutionen. Dann sind Co; = f(f(y)) ~ b und Coy = f(a) ~ b
zwei Instanzen von C. Dabei ist Coy im Gegensatz zu C'o; eine Grundinstanz von
C und entsprechend ist oy beziiglich C' eine Grundsubstitution.

Eine Substitution o heifit Variablenumbenennung, wenn ¢ injektiv ist und fiir al-
le Variablen z € X gilt, dass xo eine Variable ist. Jede Variablenumbenennung ist
bijektiv, da sie nach Definition injektiv ist und da es fiir jede Substitution o nur end-
liche viele Variablen x mit xo # x gibt. Zwei Klauseln C' und D heiflen syntaktisch
daquivalent bis auf Variablenumbenennung genau dann, wenn es eine Variablenum-
benennung o gibt, so dass Co = D gilt. Da solche Klauseln im Folgenden gleich
behandelt werden, wird fiir eine Klausel C' und eine Klauselmenge M auch C € M
geschrieben, wenn eine zu C bis auf Variablenumbenennung syntaktisch dquivalente
Klausel im {iblichen Sinne in M enthalten ist.

Im Folgenden wird es hiufig nétig sein, nach der Anwendung einer Substitution
o auf eine Klausel C' weiterhin die Variablenpositionen von C' zu kennen. Dazu wird
das Konzept der Closure eingefithrt. Unter einer Closure C-o versteht man fiir ei-
ne Klausel C und eine Substitution ¢ die Instanz C'o von C, die aber zusétzlich
die Information enthilt, aus welcher Klausel C' und Substitution ¢ sie entstanden
ist. Unter einer Substitutionsposition p einer Closure C-o versteht man eine Posi-
tion von Co, fiir die Co|, keine Variable ist und es einen Prifix p’ von p gibt, fiir
den p’/ Variablenposition von C' ist. Mit SubPos(C-o) wird die Menge aller Sub-
stitutionspositionen von C-o bezeichnet. Da es teilweise notig ist, auch iiber die
Substitutionspositionen von Teilen einer Closure zu sprechen, werden die Schreib-
weisen - und SubPos auch fiir Literale und Terme verwendet. Dies ist dann aber
immer im Kontext einer Closure zu sehen. Da es sich bei Closures um Instanzen von
Klauseln mit zusétzlichen Informationen handelt, werden sie im Folgenden oft auch
einfach als Instanzen behandelt und bezeichnet. Die syntaktische Aquivalenz wird
jedoch abweichend wie folgt definiert: Zwei Closures C-o1 und D-o3 sind genau dann
syntaktisch dquivalent, wenn Coy = Doy und SubPos(C-01) = SubPos(D-o9) gilt.

BEISPIEL Sei C' := f(z,y) ~ b eine Klausel und 0 = {z «— a,y «— g(g(z))} ei-
ne Substitution. Die Closure C-o entspricht dann der Klausel f(a,g(g(2))) =~ b,
wobei zusétzlich die Information, dass an den Positionen 1.1.1 und 1.1.2 eine Sub-
stitution stattgefunden hat, enthalten ist. Die Positionen 1.1.1 und 1.1.2 sind also



Substitutionspositionen. Ebenso ist die Position 1.1.2.1 eine Substitutionsposition.
Die Position 1.1.2.1.1 ist jedoch keine Substitutionsposition, da es sich um eine Va-
riablenposition handelt. Markiert man die Substitutionspositionen von C-o durch
Unterstreichung, so kann man sich also C-o auch in der folgenden Form vorstel-
len: f(a,g(g9(z))) ~ b. Man beachte: In dieser Schreibweise gilt f(a,g(g(z))) ~ b #

f(a,g(g(2))) ~ b. Fiir den Teilterm f(z,y)-c von C-o, also fir f(a,g(g(z))) gilt
SubPos(f(z,y)-0) = {1.1,1.2,1.2.1}. o

Die Komposition o zweier Substitutionen o1, 092 (Schreibweise: o := 01 o 09) ist
definiert als xo := xoy0q fiir alle Variablen x. Lésst sich o so darstellen, so heifit
o Instanz von o9. Gilt ¢ = o o o, so heifit die Substitution o idempotent. Ei-
ne Substitution ¢ mit so = to fiir zwei Terme s,t heifit Unifikator von s und t;
man sagt dann o unifiziert s und t. Ein Unifikator einer Menge von Termpaaren
M ={(s1,t1),...,(Sn,tn)} ist eine Substitution, die jedes Termpaar s;,t; der Men-
ge M unifiziert. Ein allgemeinster Unifikator zweier Terme s und ¢t bzw. einer Menge
von Termpaaren M ist ein Unifikator ¢ von s und ¢ bzw. M mit der Eigenschaft,
dass jeder andere Unifikator von s und ¢ bzw. M eine Instanz von o ist (Schreibweise:
mgu(s,t) = o bzw. mgu(M) = o). Der allgemeinste Unifikator ist bis auf Variable-
numbenennungen eindeutig bestimmt. Existiert ein Unifikator zweier Terme s und
t bzw. einer Menge von Termpaaren M, so heiflen diese Terme bzw. diese Menge
unifizierbar.

BEISPIEL Die beiden Terme t; = f(g(a,z)) und t2 = f(y) sind unifizierbar, denn
z. B. fiir die Substitution o = {z « b,y < g(a,b)} gilt t;0 = te0. Dieser Unifikator
o ist jedoch kein allgemeinster Unifikator, denn o ist Instanz des Unifikators 6 =
{y < g(a,z)}. Der Unifikator 6 ist dagegen ein allgemeinster Unifikator von ¢; und
to. Die bis auf Variablenumbenennung zu 6 syntaktisch &dquivalente Substitution
{z « z,y < g(a, z)} ist ebenfalls ein allgemeinster Unifikator von ¢; und ts.

1.2. Semantik

Nachdem nun die syntaktischen Elemente der reinen Gleichheitslogik erster Stufe
definiert wurden, wird im Folgenden deren Semantik festgelegt.

Eine Kongruenz = auf einer Menge D und einer Menge von Funktionen F ist eine
Teilmenge von D? mit folgenden Eigenschaften:

o z ~ z fiir alle z € D (Reflexivitét)
e wenn z =~ y gilt, dann gilt auch y ~ z fiir alle z,y € D (Symmetrie)

e wenn r ~ y und y =~ z gelten, dann gilt auch z ~ 2z fiir alle z,y,2 € D

(Transitivitét)

e wenn 3 ~ y; und ... und z, = y, gelten, dann gilt auch f(z,...z,) =~
flyr,...,yp) fiir alle z1, ..., 20, y1,...,yp € D und alle f : D" — D € F
(Monotonie)

Eine Interpretation J in der reinen Gleichheitslogik erster Stufe fiir eine Menge
von Funktionssymbolen F besteht aus drei Teilen:



e ciner nicht leeren Trégermenge D 7
e ciner Funktion f7: D" — D fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € F

e ciner Kongruenz ~; auf Dy

Eine Variablenbelegung (kurz Belegung) fiir eine Variablenmenge X und eine In-
terpretation J ist eine totale Funktion bel : X — Dz, also eine Funktion, die jeder
Variable ein Element der Tragermenge zuweist.

Eine Interpretation J erfillt eine Gleichung s ~ t (Schreibweise: J = s ~ t)
genau dann, wenn fiir alle Belegungen eval(s) ~7 eval(t) gilt, wobei die Funktion
eval : T(F,X) — Dy gegeben ist durch:

o cval(x) = bel(z) falls x € X

o cval(f(ty,...,tn)) = fr(eval(ty),...,eval(t,)) sonst

Eine Interpretation J erfillt eine Ungleichung s % t (Schreibweise: J = s % t)
genau dann, wenn nicht J = s ~ ¢ gilt (Schreibweise: J [~ s ~ t). Eine Klausel
C wird genau dann von J erfillt (Schreibweise: J = C), wenn mindestens eine
Gleichung aus dem Antezedenten nicht von [J erfiillt wird oder mindestens eine
Gleichung des Sukzedenten erfiillt wird. Klauseln kénnen also als Disjunktion von
Literalen betrachtet werden. Existiert fiir eine Klausel C eine Interpretation J mit
J E C, so heifit die Klausel erfillbar, ansonsten unerfillbar. Eine Klausel C heift
Tautologie, wenn fiir alle Interpretationen J gilt: J = C. Die Interpretation J
ist ein Modell fiir eine Menge von Klauseln S (Schreibweise: J |= S) genau dann,
wenn J | C fir alle Klauseln C € § gilt. Existiert fiir eine Klauselmenge S eine
Interpretation J fiir die J = S gilt, so heifit S erfillbar, anderenfalls unerfillbar
oder widerspriichlich. Die leere Klausel [ ist unerfiillbar. Das heifit, dass jede Menge,
die die leere Klausel enthélt, widerspriichlich ist.

Eine Klausel C folgt aus einer Klauselmenge M genau dann, wenn jede Interpre-
tation J, die alle Klauseln aus M erfiillt, auch C erfiillt. Wie angekiindigt soll sich
dieser Text mit automatischem Theorembeweisen beschéftigen. Die grundlegende
Fragestellung ist also, ob aus einer gegebenen Menge von Klauseln, den sogenannten
Axiomen, eine andere Klausel, Konklusion genannt, in dieser Art folgt.

1.3. Erfillbarkeitsproblem und Herbrand Interpretationen

Das FErfiillbarkeitsproblem ist die Frage, ob eine Klauselmenge ein Modell besitzt,
also erfiillbar ist. Das hier betrachtete Problem, ob aus einer Menge von Klauseln
S’ eine bestimmte Klausel C' = [y, ...,1, folgt, ist dquivalent zu der Frage, ob die
Klauselmenge S := S’ U {{-l1},...,{~l,}} widerspriichlich ist. Das Erfiillbarkeits-
problem ist fiir die reine Gleichheitslogik erster Stufe nicht entscheidbar. Es ist aber
rekursiv aufzihlbar, ob eine Klauselmenge widerspriichlich ist. Damit ist auch die
Fragestellung nicht entscheidbar, aber rekursiv aufzihlbar.

Wie kann man vorgehen, wenn man wissen will, ob eine gegebene Klauselmenge S
erfiillbar ist? Es ist nicht moglich, nacheinander alle mdglichen Interpretationen zu
testen, da es unendlich viele Interpretation gibt. Es geniigt jedoch, eine wesentlich



kleinere, aber leider trotzdem unendliche Menge von Interpretationen zu testen, da .S
genau dann erfiillbar ist, wenn es eine sogenannte Herbrand Interpretation gibt, die S
erfiillt. Eine Herbrand Interpretation J ist eine Interpretation mit Dy = T'(F) und
fr(te,...tn) = f(t1,...t,) fur alle f € F (das heiBt die Funktionssymbole werden
durch ihre syntaktische Darstellung interpretiert). Eine Herbrand Interpretation in
der reinen Gleichheitslogik erster Stufe wird also nur noch durch eine Kongruenz auf
den Grundtermen 7'(F) bestimmt.

Eine Moglichkeit, eine Herbrand Interpretation fiir eine gegebene Menge von Funk-
tionssymbolen F anzugeben, besteht darin, eine Relation R auf den Termen T'(F, X)
in Form einer Teilmenge von T'(F, X)? anzugeben. Die fiir die Herbrand Interpre-
tation notige Kongruenz R* C T(F)? sei die kleinste Kongruenz mit (so,to) € R*
fir alle (s,t) € R und alle Grundsubstitutionen o. Da sie eine eindeutige Herbrand
Interpretation implizieren, werden im Folgenden R und R* je nach Kontext als
Herbrand Interpretation behandelt.

1.4. Reduktionssysteme

In der Praxis stellt sich das Problem, zu bestimmen, ob in der von R implizier-
ten Kongruenz R* zwei Grundterme s und ¢ kongruent sind, also ob (s,t) € R*
gilt. Wie man leicht sieht, ist das sogenannte Wortproblem, also das Problem zu
bestimmen, ob zwei Elemente einer Menge in einer Aquivalenzrelation fquivalent
sind, auf dieses Problem reduzierbar. Da das Wortproblem unentscheidbar ist, ist
auch das Problem unentscheidbar, ob in der von R implizierten Kongruenz R* zwei
Grundterme kongruent sind.

Eine mogliche Losung dieses Problems ist es, R als sogenanntes Reduktionssystem
R aufzufassen (Schreibweise: wird R als Reduktionssystem und nicht als Herbrand
Interpretation betrachtet, wird R statt R verwendet). Besitzt dieses Reduktions-
system R eine zusitzliche Eigenschaft, die sogenannte Grundkonvergenz, so ist es
entscheidbar, ob zwei Grundterme kongruent sind.

Vor der genauen Definition, was ein Reduktionssystem ist, werden zun#chst noch
einige grundlegende Definitionen fiir Relationen benétigt. Fiir eine Relation = sei
die Relation < gegeben durch s < t genau dann, wenn ¢ = s; weiter sei die Relation
< gegeben durch s < t genau dann, wenn s = ¢t oder s < t. Fiir eine Relation =
bezeichne =* ihren reflexiv-transitiven Abschluss. Falls s =* ¢ und kein ¢’ mit ¢t = ¢/
existiert, dann heifit ¢ Normalform von s beziiglich = (Schreibweise: ¢t = sl}). Die
Relation = heifit terminierend, falls es keine unendliche Folge s1 = so = ... gibt.
Die Relation heifit konfluent, falls aus s1 <* t = so folgt, dass ein u existiert mit
s$1 =" u <* s9. Folgt aus s1 <= t = s, dass ein u existiert mit s; =* u <* s9, so
heifit sie lokal konfluent. Terminierende, lokal konfluente Relationen sind konfluent.
Eine terminierende, konfluente Relation heifit konvergent.

Eine Regel ist ein gerichtetes Paar von Termen (I,r) (Schreibweise: [ = r). Ein
Reduktionssystem R ist eine Menge von Regeln. Die durch R gegebene Reduktions-
relation = auf T'(F, X) ist die kleinste mit der Termstruktur vertrigliche Relation
mit lo = ro fiir alle I = r € R und alle Substitutionen o. Eine Relation = heif3t
hierbei vertrdaglich mit der Termstruktur, falls fiir beliebige Terme [, 7, ¢ und fiir alle
Positionen p von ¢ gilt, dass aus [ = r auch t[l], = t[r], folgt.



Fiir die von einer Relation R implizierte Kongruenz R* gilt mit diesen Definitionen
(I,7) € R* genau dann, wenn | < g r. Also ist diese Definitionen in Hinblick auf das
urspriingliches Problem sinnvoll. Es stellt sich also das Problem zu bestimmen, wann
l &g rgilt.

Ein Term ¢t heifit genau dann reduzierbar an einer Position p durch eine Regel
[ = r, wenn es eine Substitution o gibt mit t|, = lo. Ein Term ¢ ist somit an einer
Position p durch eine Regel | = r mit einer Substitution ¢ reduzierbar genau dann,
wenn fiir jedes Reduktionssystem R mit [ = r € R die Beziehung t =g t[ro], gilt.
Ein Term ¢ heiflit genau dann reduzierbar durch eine Regel, wenn es eine Position
p von t gibt, an der ¢ durch die Regel reduzierbar ist. Ein Term heifit reduzierbar
beziiglich eines Reduktionssystems, wenn es eine Regel in dem Reduktionssystem
gibt, durch die der Term reduzierbar ist. Diese Definitionen werden auf Literale und
Klauseln erweitert, indem nur Positionen betrachtet werden, die auf einen Term
verweisen.

BEISPIEL Der Term s(f(a,b)) ist an der Position 1 reduzierbar durch die Regel
f(z,b) = z. Denn die Substitution ¢ = {x « a} erfiillt die Bedingung s(f(a,b))|1 =
f(a,b) = f(x,b)o. Fir R = {f(z,b) = =} gilt somit s(f(a,b)) =g s(a).

R heifit terminierend, konfluent, konvergent oder lokal konfluent, falls =g die
entsprechende Eigenschaft besitzt. Beziiglich eines konvergenten Reduktionssystems
R besitzt jeder Term ¢ eine eindeutige Normalform t{ g und es gilt s <% ¢ genau
dann, wenn s|p = t{g. Fir konvergente Reduktionssysteme mit entscheidbarer
Reduktionsrelation = ist somit entscheidbar, ob s <7} t gilt. Fiir die folgenden
Beweise geniigt es jedoch meist, wenn das Reduktionssystem grundkonvergent ist,
das heifit die Eigenschaft der Konvergenz lediglich fiir Grundterme gefordert wird.

Wenn man R als Reduktionssystem auffasst, ist — falls R grundkonvergent ist —
das Problem gelost, zu bestimmen, ob in der von R implizierten Kongruenz zwei
Grundterme s und t dquivalent sind. Es entsteht jedoch das neue Problem, die
Konvergenz, also die Termination und Konfluenz, von R nachzuweisen.

1.5. Konvergenz von Reduktionssystemen und
Reduktionsordnungen

Zunéchst soll die Termination von Reduktionssystemen betrachtet werden. Die Fra-
ge, ob ein Reduktionssystem terminierend ist, ist unentscheidbar. Trotzdem gibt
es mit den sogenannten Reduktionsordnungen eine Methode, die Termination eines
Reduktionssystems zu garantieren.

Eine Partialordnung > auf einer Menge M ist eine Relation auf M? mit folgenden
Eigenschaften:

o z ¥ z fiir alle x € M (Irreflexivitét)
e gilt x > y, so gilt auch y ¥ x fiir alle x,y € M (Antisymmetrie)
e gilt z >y und y > z, so gilt auch x > z fiir alle z,y,z € M (Transitivitét)

Beispielsweise ist die Relation > auf natiirlichen Zahlen eine Partialordnung. Aber
auch z. B. die folgende Relation >, auf Positionen ist eine Partialordnung: Es gilt



p >, A fiir alle Positionen p # A und fiir zwei Positionen p; = ¢1.71 und pa = i2.72
mit 71,42 € N gilt genau dann p; >, p2, wenn i1 > i3 oder wenn 41 = i und r1 >, 72
gilt.

Eine Reduktionsordnung > ist eine Partialordnung auf Termen, die zusétzlich die
folgenden Eigenschaften besitzt:

e cs gibt keine unendliche Folge s; = s2 > ... (Termination)

e gilt s > ¢, so gilt auch so > to fiir alle s,t € T'(F, X) und alle Substitutionen
o (Vertréglichkeit mit Substitutionen)

e gilt t; > t9, so gilt auch t[t;], > t[t2], fir alle ¢,¢1,t0 € T(F,X) und alle
Positionen p von ¢ (Vertriglichkeit mit der Termstruktur)

Ein Reduktionssystem R ist genau dann terminierend, wenn es eine Reduktions-
ordnung > gibt, fiir die R C >, das heiflt s > ¢ fiir alle Regeln s = t € R, gilt. Wenn
man also zeigen kann, dass es eine solche Reduktionsordnung gibt, braucht man
nur noch die lokale Konfluenz des Reduktionssystems nachzuweisen, um die Kon-
vergenz des Reduktionssystems zu zeigen, da jedes terminierende, lokal konfluente
Reduktionssystem konfluent ist. Auf diese Art wird im Folgenden die Konvergenz
von Reduktionssystemen gezeigt werden. Reduktionsordnungen werden jedoch auch
fiir andere Zwecke eingesetzt werden, fiir die weitere Eigenschaften notwendig sind.
Daher werden hier nur grundtotale Reduktionsordnungen verwendet, die die Teil-
termeigenschaft besitzen, das heiflt fiir die ¢ > s fiir alle echten Teilterme s eines
Terms ¢ gilt.

Zu einer Partialordnung > auf einer Menge M ist die Relation > gegeben durch
> :=>U{(t,t) | t € M}. Eine Partialordnung, bei der fiir alle s,t € M mit s # ¢
entweder s > t oder ¢t > s gilt, heifit total. Besitzt eine Partialordnung auf Termen
(Literalen, Klauseln) diese Eigenschaft fiir Grundterme (-literale, -klauseln), so heifit
sie grundtotal.

Weiterhin ist zu einer Partialordnung > auf einer Menge M ihre Multimengener-
weiterung >mu als die kleinste Partialordnung auf Multimengen iiber M definiert,
die ZU{s} > ZU{t1,...,t,} fiir jede Multimenge Z iiber M und s, t1,...,t, € M
erfiillt, falls s > ¢; fiir alle 1 < i < n mit n > 0. Ist die Partialordnung > total,
grundtotal oder terminierend, so ist es auch ihre Multimengenerweiterung > ..

Dies wird benutzt, um eine Reduktionsordnung > von Termen auf Literale und
Klauseln zu erweitern. Fiir die Reduktionsordnung > sei ihre Erweiterung auf Lite-
rale >; definiert durch I; =; Iy genau dann, wenn Imul(ly) > Imul(ly). Ahnlich
erfolgt die Erweiterung auf Klauseln. Die Erweiterung der Reduktionsordnung >
auf Klauseln > ist gegeben iiber Cy >, Co genau dann, wenn cmul(C1) (>mul)mul
cmul(Cy). Die Verfeinerung > ; dieser Ordnung fiir Closures wird wie folgt definiert:
Fiir zwei Closures C'1-0 und Cs-o gilt genau dann C1-0 > Cy-0, wenn Cio . Coo
gilt oder wenn Cio = Cy0 und SubPos(Ca-0) (>p)mu SubPos(Cy-0). Die Ordnun-
gen >=; und >, sind grundtotal und terminierend. Auch > ist terminierend, da
diese Ordnung eine lexikographische Kombination aus den beiden terminierenden
Ordnungen >, und (>p)m ist. AuBlerdem ist > grundtotal, da >, grundtotal und
(>p)mui total ist.

Ein Term ¢ hei3t maximal beziiglich einer Klausel beziehungsweise eines Literals,
wenn fiir jeden anderen Term s der Klausel beziehungsweise des Literals gilt s - t.
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Entsprechend heifit ein Literal | mazimal beziiglich einer Klausel, wenn fiir jedes
andere Literal I’ der Klausel I’ [ gilt. Gilt sogar [ = I’ bzw. t = s, so heifit das
Literal bzw. der Term strikt mazimal.

Abschlielend noch einige Schreibweisen: Fiir eine Partialordnung > steht = >
y,z fir x > y und x > z. Entsprechend steht z,y > z fir x > z und y > =z.
Fiir eine Reduktionsordnung >, einen Term s und eine Folge von Literalen I' =
(t1 ~ta),..., (tan—1 = ta,) stehe der Ausdruck s > T fiir den Vergleich von s mit
allen in I" vorkommenden Termen, also fiir s = ¢t; und s > t5 und ... und s = t9,.
Im Folgenden bezeichne > eine beliebige, aber feste, grundtotale Reduktionsordnung
mit Teiltermeigenschaft und »;, >, die zugehorigen Ordnungen auf Literalen und
Klauseln. Ist aus dem Kontext offensichtlich, welche Ordnung gemeint ist, wird auch
fiir >=; und >, nur kurz > geschrieben.

1.6. Constraints

Ein atomarer Gleichheitsconstraint ist ein Ausdruck der Form s = ¢, wobei s und ¢
Terme sind. Ein atomarer Gleichheitsconstraint s = ¢ wird von einer Substitution o
erfillt, wenn o Unifikator der Terme s und ¢ ist. Ein atomarer Ordnungsconstraint
ist ein Ausdruck der Form s > t. Eine Substitution o erfiillt s > t, wenn so > to
gilt. Atomare Gleichheitsconstraints und atomare Ordnungsconstraints werden zu
atomaren Constraints zusammengefasst. Ein Constraint ist eine Menge atomarer
Constraints. Eine Substitution erfiillt einen Constraint, wenn sie alle enthaltenen
atomaren Constraints erfiillt. Daher wird ein Constraint {aj,as,...,a,} mit den
atomaren Constraints a1, as,...,a, auch in der Form a; A as A ... A a, geschrie-
ben. Existiert eine solche erfiillende Substitution, so heif3t der Constraint erfillbar,
ansonsten unerfillbar. Ein Constraint, der von jeder beliebigen Substitution erfiillt
wird, heiflt allgemeingiltig. Da zwischen allgemeingiiltigen Constraints meist nicht
unterschieden werden muss, bezeichne T einen beliebigen solchen allgemeingiiltigen
Constraint.

Ein Constraint N heifit schwdcher auf einer Variablenmenge Y C X als ein Cons-
traint 3 (Schreibweise: X <y 3) genau dann, wenn es fiir jede 3 erfiillende Sub-
stitution o eine N erfiillende Substitution 6 gibt mit yo = y6 fiir alle y € ). Ent-
sprechend heifit 3 stirker auf ) als X (Schreibweise: 3 >y N). Gilt Y = X, so
heifit N einfach schwdicher als 3 bzw. 3 stirker als N (Schreibweise: X < J bzw.
3> N). SchlieBlich heiffen X und 3 genau dann dquivalent auf Y bzw. dquivalent,
wenn X <y Jund X >y I bzw. X < J und X > 3 gelten(Schreibweise: 8 =y 3
bzw. X = 7). Beispiel: Der Constraint X := z = f(z) ist schwicher als der Constraint
Jd:=y=b, gla,z) = g(a, f(2)). Es gilt aber X =3 3.

Die Anwendung einer Substitution o auf einen atomaren Constraint s = ¢ bezie-
hungsweise s > t ist definiert als so = to beziehungsweise so > to. Entsprechend
ist fiir einen Constraint N =X; A ... A N, und eine Substitution o der Constraint
No definiert als Rio A ... A N,0.

Besteht ein Constraint nur aus atomaren Gleichheitsconstraints, so wird er rei-
ner Gleichheitsconstraint genannt; besteht er nur aus atomaren Ordnungsconstraints
so wird er reiner Ordnungsconstraint genannt. Im Zusammenhang mit Unifikation
wird ein reiner Gleichheitsconstraint XN = s; =t A ... A s, = t, als Menge von
Termpaaren {(s1,t1),...,(sn,tn)} aufgefasst. Insbesondere ist damit mgu(R) gege-
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ben durch den allgemeinsten Unifikator, der s; mit ¢1, so mit ¢o usw. unifiziert. Fiir
einen Constraint N ist der Gleichheitsanteil egpart(X) definiert durch egpart(X) =
{s =t € NV}, also die Menge aller Gleichheitsconstraints aus N. Der Ordnungsanteil
eines Constraints X wird definiert als ordpart(R) = {so > to | s > t € N}, wobei
o = mgu(egpart(N)) ist.

Eine Klausel mit Constraint ist eine Klausel, der ein Constraint zugeordnet ist
(Schreibweise: C' | X, wobei C' die Klausel und X der Constraint ist). Der Constraint
dient dazu, die Instanzen der Klausel zu beschrinken. Unter der leeren Klausel [
wird im Zusammenhang mit Constraints die Klausel ohne Literale mit einem erfiill-
baren Constraint verstanden. Diese Einschrankung ist notig, damit die leere Klausel
unerfiillbar ist. Eine Instanz einer Klausel mit Constraint C' | N ist eine Klausel
mit Constraint C'o | No, wobei o eine Substitution ist, so dass No erfiillbar ist.
Ist Co hierbei eine Grundklausel, so heift Co | Xo Grundinstanz von C | X. Ist
Co | Xo Grundinstanz so kann die Substitution o zu einer Substitution o’ erwei-
tert werden, so dass fiir alle z € dom(o) der Term ¢'(z) ein Grundterm ist und
auBlerdem Co = Co’ und o’ erfiillt R gelten. Im Folgenden werden Grundinstan-
zen nur mit solchen Substitutionen gebildet, die den Constraint erfiillen; aulerdem
wird als Schreibvereinfachung ein solcher erfiillter Constraint fiir Grundinstanzen oft
weggelassen, da er die Menge der Instanzen nicht weiter beeinflussen kann. Daher
werden Grundinstanzen von Klauseln mit Constraint wie normale Grundklauseln
behandelt. Beispiel: Die Klausel mit Constraint f(z) ~ b | z = g(y) besitzt zum
Beispiel durch die Substitution {z « ¢(y)} die Instanz f(g(y)) ~ b | g(y) = g(y)
und durch {x < g(a),y < a} die Grundinstanz f(g(a)) ~ b. Man kann sich also
eine Klausel C' ohne Constraint auch als Klausel C' | T mit allgemeingiiltigem Cons-
traint vorstellen. Werden im Folgenden Klauseln mit und ohne Constraint gemischt
verwendet, so ist immer implizit die Erweiterung der Klauseln ohne Constraint um
einen allgemeingiiltigen Constraint gemeint.

Zwei Klauseln mit Constraint C' | X und D | 3 heiflen genau dann syntak-
tisch dquivalent (Schreibweise: C' | R = D | J), wenn C' = D und R =,4,(¢) 3
gilt. Die Klauseln C' | ® und D | 3 heilen genau dann syntaktisch dquivalent bis
auf Variablenumbenennung, wenn es eine Variablenumbenennung o gibt, so dass
Co | No = D | 3 gilt. Wie bei Klauseln wird auch C' | X € M fiir Klauseln mit
Constraint geschrieben, wenn sich eine zu C' | R bis auf Variablenumbenennung syn-
taktisch dquivalente Klausel in der Klauselmenge M befindet. Man beachte, dass
zwei Klauseln C' | X und D | 3 genau dann bis auf Variablenumbenennung syntak-
tisch dquivalent sind, wenn {C-o | o erfilllt R} = {D-o | o erfiillt 3} ist. Beispiel:
Die Klausel f(z) ~ a | y = b, g(a,z) = g(a, f(z)) ist syntaktisch dquivalent zu
f(z) ~ a |z = f(z) und syntaktisch dquivalent bis auf Variablenumbenennung zu

fly) ~aly=f(2)

1.7. Inferenzen und Inferenzsysteme

Nach Einfithrung der Grundlagen, kann nun das eigentliche Thema, das automati-
sche Theorembeweisen in der reinen Gleichheitslogik erster Stufe, betrachtet werden.
Wie in den Grundlagen dargestellt, ldasst sich dieses Problem leicht in ein Erfiillbar-
keitsproblem transformieren. Gegeben ist also eine Menge von Klauseln und es soll
bestimmt werden, ob diese Menge erfiillbar ist. Dazu werden zu dieser Ausgangsmen-
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ge immer mehr Klauseln, die aus den bisherigen Klauseln folgen, hinzugenommen,
bis ein Widerspruch gefunden wurde oder man sicher sein kann, dass kein Wider-
spruch existiert. Dieses Vorgehen soll im Folgenden formalisiert werden.

Eine Inferenz ist ein Ausdruck der Form

Ci ... Cy,

C )
wobei C1, ..., Cy, C Klauseln sind und C1, ..., (), paarweise variablendisjunkt sind.
Die Klauseln C1, ..., C, heiflen Pramissen, die Klausel C' Konklusion. Eine Inferenz

beschreibt eine Konstruktionsvorschrift fiir Klauseln. Sind die Prédmissen in einer
Klauselmenge S vorhanden (evtl. mit umbenannten Variablen) und ist die Konklu-
sion noch nicht in S, heiflt die Inferenz ziehbar in S. Ist eine Inferenz ziehbar, darf
sie gezogen werden, das heifit ihre Konklusion darf zur Menge S hinzugenommen
werden. Eine Inferenz heif3t korrekt, wenn jede Interpretation, die alle Prdmissen
erfiillt, auch die Konklusion erfiillt, also wenn aus den Primissen die Konklusion
folgt.

Eine Menge von Inferenzen heifit Inferenzsystem. Eine Klauselmenge S’ heifit her-
geleitet aus einer Klauselmenge S durch ein Inferenzsystems Z, wenn S’ durch Ziehen
von Z-Inferenzen aus S entsteht. S heifit abgeschlossen beziiglich eines Inferenzsys-
tems Z, wenn keine Z-Inferenz in S ziehbar ist. Ist eine Klauselmenge S’ aus einer
Klauselmenge S durch ein Inferenzsystem Z hergeleitet und ist S’ abgeschlossen be-
ziiglich Z, so heifit S” Abschluss von S beziiglich Z. Ein Inferenzsystem heifit korrekt,
wenn jede enthaltene Inferenz korrekt ist. Wenn die leere Klausel [ Element einer
aus einer Klauselmenge S durch ein korrektes Inferenzsystem hergeleiteten Klausel-
menge ist, so ist S widerspriichlich. Ein Inferenzsystem Z heif3t vollstindig, wenn mit
ihm aus jeder widerspriichlichen Klauselmenge die leere Klausel hergeleitet werden
kann.

Ziel muss es also sein, korrekte und vollsténdige Inferenzsysteme Z zu verwen-
den. Dann kann so lange die Ausgangsmenge S durch Ziehen von Inferenzen zur
Klauselmenge S’ erweitert werden, bis

e (1€ 9 gilt — dann ist S widerspriichlich — oder
e S’ abgeschlossen ist beziiglich Z und O ¢ S’ — dann ist S erfiillbar.

Da das Erfiillbarkeitsproblem nicht entscheidbar, sondern nur rekursiv aufzéhlbar
ist, kann nicht garantiert werden, dass nach endlicher Zeit einer der beiden Félle
eintritt. Wird jedoch die Fairnessbedingung eingehalten, dass jede ziehbare Inferenz
nach endlicher Zeit gezogen wird, so tritt der Fall 0 € S’ nach endlicher Zeit ein,
falls .S widerspriichlich ist.

Die Korrektheit eines Inferenzsystems 7 ist leicht nachzuweisen, indem die Kor-
rektheit jeder Inferenz gezeigt wird. Die Vollstédndigkeit ist schwieriger zu zeigen.
Es ist zu zeigen, dass jede Klauselmenge S, deren Abschluss S’ beziiglich Z nicht [
enthilt, erfiillbar ist. Um dies zu zeigen, wird im Folgenden aus S’ ein Modell fiir
S konstruiert. Dieses Modell wird in Form eines konvergenten Reduktionssystems
angegeben werden, das, wie oben dargelegt, einem Herbrand-Modell entspricht.
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2. Der Superpositionskalkiil

2.1. Grundlage: der Paramodulationskalkiil

Die hier betrachteten Inferenzsysteme sollen — wie oben motiviert — eine Klauselmen-
ge solange um neues Wissen, das heiflit neue Klauseln anreichern, bis offensichtlich
wird, ob sie unerfiillbar ist. Die Idee des hier betrachteten Inferenzsystem, der Para-
modulation, ist einfach: ,Ersetze Gleiches durch Gleiches“. Weifi man, dass t[l], =~ s
und [ ~ r gilt, so kann man als neues Wissen ¢[r], ~ s hinzunehmen. In Inferenz-
schreibweise ergibt sich fiir Grundklauseln:

CVs~t D falls
C vV Dlt], e s=D|,

Betrachtet man eine allgemeine Klausel als Repréasentation aller ihrer Grundinstan-
zen, so ergibt sich damit fiir allgemeine Klauseln:

CVs~t D falls
(CV Dlt]p)o e 0 = mgu(s, D|p)

Man sieht jedoch, dass die erzeugten Klauseln — da sie Multimengen von Literalen
sind — immer mindestens so viele Literale besitzen wie die Klauseln, aus denen
sie entstehen. Um auch die leere Klausel erzeugen zu konnen, ist es daher nétig,
offensichtlich nicht erfiillbare Literale, das heifit Literale der Form s % s entfernen
zu diirfen. Fiir allgemeine Klauseln ergibt sich damit folgende Inferenz

Ms~t— A falls
(T = A)o e 0 = mgu(s,t)

Beim Anwenden dieser beiden Inferenzen wird ohne weitere Einschrankungen der
Suchraum jedoch so grof3, dass es in der Praxis sehr lange dauert, einen Widerspruch
zu finden. Daher ist es sinnvoll, den Suchraum durch Verfeinerungen dieser Inferen-
zen einzuschrianken. Bekannte niitzliche Einschriankungen des Suchraums sind:

1. Es werden keine Inferenzen an Variablenpositionen gezogen, also darf D/, keine
Variable sein.

2. Es wird eine beliebige, aber feste Reduktionsordnung > verwendet und Infe-
renzen werden nur mit maximalen Seiten und in maximale Seiten maximaler
Literale beziiglich dieser Reduktionsordnung gezogen.

3. Bei der Superposition werden Regeln nicht auf Literale angewendet, die kleiner
sind als die Regel.
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Die eingefiihrten Inferenzregeln diirfen nur unter den angegebenen Bedingung ge-
zogen werden. Diese Bedingungen sind notwendig fiir die Korrektheit der Inferenz-
regeln und diirfen keinesfalls vernachléssigt werden. Die Einschrénkungen des Such-
raums werden ebenfalls {iber Bedingungen realisiert. Diese Bedingungen sind jedoch
nicht fiir die Korrektheit der Inferenzen nétig, sondern dienen nur einer beschleu-
nigten Beweisfindung. Sie konnen daher auch vernachléssigt werden.

Man sollte also zwischen diesen beiden Arten von Bedingungen unterscheiden. Im
Folgenden werden Bedingungen, die fiir die Korrektheit notig sind, in der Aufzih-
lung mit dem Zeichen e gekennzeichnet und Bedingungen, die nur der Suchraumein-
schrankung dienen und nicht fiir die Korrektheit notwendig sind, mit dem Zeichen
o gekennzeichnet.

Erweitert man die Paramodulation um die genannten Einschrankungen des Such-
raums, so entsteht die sogenannte Superposition. Im Folgenden soll der Superposi-
tionskalkiil schrittweise eingefiihrt werden. Begonnen wird mit dem Superpositions-
kalkiil fiir Grundhornklauseln. An diesem einfachen Fall sollen die grundlegenden
Ideen vermittelt werden. Aufbauend darauf wird der Superpositionskalkiil immer
weiter verfeinert.

2.2. Der Superpositionskalkiil fiir Grundhornklauseln

Das Inferenzsystem G fiir Grundhornklauseln besteht aus folgenden Inferenzregeln:

Superposition rechits:

falls
I" —=l~r I -s~t ° slp=1
/
I'\T'— s[r], ~t ol-nT
os>t7TI

os~t=Ilx~r

Superposition links:

falls
F/—>l27" F,SﬁtHA .3|pEl
DT sl, ~t— A o le T

os=tund s =T, A

Reflexivitits- Resolution:

Is~s— A falls
I'—A os>=I,A

SATZ 1 Sei S der Abschluss einer Menge Sy von Grundhornklauseln beziiglich G.
Dann ist Sy genau dann erfiillbar, wenn .S nicht die leere Klausel enthélt.
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BEWEIS Ist die leere Klausel in S enthalten, so ist Sy unerfiillbar, da die Inferenzen
korrekt sind.

Ist die leere Klausel nicht in S enthalten, ist zu zeigen, dass Sy erfiillbar ist.
Es ist also zu zeigen, dass ein Modell von Sy existiert. Wenn ein Modell von Sy
existiert, so existiert auch ein Herbrand-Modell von Sy. Im Folgenden wird ein solches
Herbrand-Modell konstruiert werden. Dieses Herbrand-Modell wird in Form eines
Reduktionssystems R angegeben, das mittels Induktion iiber >, wie folgt definiert
wird:

Eine Klausel C =T — [ ~ r generiert die Regel | = r genau dann, wenn gilt:

1.CeS

2. REEC

3. 0>=nrT

4. [ ist nicht reduzierbar beziiglich R¢

wobei R¢ die Menge der von Klauseln D € S mit D <. C generierten Regeln ist.
Unter R wird die Menge der von allen Klauseln aus S generierten Regeln verstanden.
R schlieBlich sei R¢ vereinigt mit der evtl. von C' generierten Regel. Eine Klausel,
die eine Regel generiert, heiflt generierend.

LEMMA 1 Alle Reduktionsysteme R’ mit R’ C R sind konvergent.

BEWwWEIS Da fiir alle generierten Regeln | = r die Beziehung [ > r gilt und > eine
Reduktionsordnung ist, ist R’ terminierend.

Um die Konfluenz zu zeigen, geniigt es also, die lokale Konfluenz zu zeigen. Diese
ist im Grundfall gegeben, wenn keine linke Seite I’ einer Regel ein Teilterm einer
anderen linken Seite [ ist.

Angenommen es gibt zwei Regeln [ = r und I’ = ' aus R’, so dass I’ Teilterm von
[ ist. Die Regel | = r werde von der Klausel C' generiert; I’ = r’ von der Klausel C’.
Da C die Regel | = r generiert, ist durch Bedingung 4 garantiert, dass I’ = ' € R¢
gilt. Da nach Voraussetzung nicht C’ = C' gelten kann, muss also C’ =, C gelten.
Nach Definition von =, und wegen Bedingung 3 gilt dann I’ = [. Gilt I’ =, so ist I/
wegen | = r € Rcr reduzierbar bezliglich Rov. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,
dass C' generierend ist. Also muss I’ = [ gelten. Dies ist aber ein Widerspruch dazu,
dass I’ ein Teilterm von [ ist. Also gibt es in R’ keine solchen Regeln | = r und
=7

Das Reduktionssystem R’ ist also auch konfluent und daher konvergent. O

LEMMA 2 Sei C eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Regeln [ = r € R\ R¢
und alle Teilterme s von C' die Beziehung [ > s. Gilt fiir einen Teilterm s = [, so
besitzt C die Form I' — s ~ ¢ mit s >~ ¢, 1.

BEWEIS Sei also [ = r eine beliebige Regel aus R\ R¢ und s ein beliebiger Teilterm
von C. Weiter sei C’ € S die Klausel, die [ = r generiert. Dann ist [ maximal in C’

17



und wegen | = r € R\ R¢ gilt C’ =, C. Nach Definition von > gilt somit [ > s, da
s ein Teilterm von C' ist.

Es gelte [ = 5. Weil C’ generierend ist, ist [ strikt maximal in C’ und kommt somit
in C’ nur in dem positiven Literal vor. Dann muss s strikt maximal in C sein und
in dem einzigen positiven Literal vorkommen, da ansonsten C' = C’ gelten wiirde.
Damit muss C' die Form I' — s ~ ¢ mit s > I', ¢ besitzen. O

LEMMA 3 Sei C € S eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Regeln I = r € R\ R®
und alle Teilterme s von C' die Beziehung [ > s. Gilt fiir einen Teilterm s = [, so
besitzt C die Form I' — s ~ ¢ mit s > ¢,I" und R} [~ T

Bewrls Wegen R\ R C R\ R¢ folgt aus Lemma 2, dass fiir alle Regeln | = r €
R\ R® und alle Teilterme s von C' die Beziechung [ > s gilt. Weiter folgt, dass wenn
fiir einen Teilterm s = [ gilt, C' die Form I' — s ~ ¢t mit s > ¢, besitzt. Zu zeigen
bleibt, dass in diesem Fall auch R, = T gilt. Sei C' die Klausel, die die Regel I = r
generiert. Wegen [ = r € R\ RC gilt C' ~ C.

Angenommen es gilt RS = C. Damit ist entweder C' generierend oder es gibt
eine Regel in R¢, durch die s = [ reduzierbar ist. Damit ist aber ! reduzierbar
in Rev O R® und damit kann C’ nicht generierend sein. Also muss die Annahme
R, [~ C falsch sein.

Es gilt also R, = C =T — | ~ r. Daher gilt R, = s ~ t oder R}, [~ T
Angenommen es gilt R = s ~ t. Wegen s > ¢t muss somit s reduzierbar beziiglich
R sein. Aber wegen Ro C R¢v ist dann auch [ = s reduzierbar beziiglich Rgv. Dies
ist ein Widerspruch dazu, dass C” generierend ist und somit gilt R, & s ~ t. Dann
muss aber R, = I' gelten. 0

LEMMA 4 Sei C eine Grundhornklausel der Form I',;TY — A. Dann gilt fiir alle
Grundhornklauseln D mit D = C: R | T gdw. RC" = T gdw. R}, = I gdw.
R*=T.

BewEis Gilt RS =T, so gilt auch RC™ =T, R} =T und R* =T, da Re € R® C
Rp C R gilt und I' nur Gleichungen enthélt.

Also gelte R, = I'. Dann existiert eine Gleichung v ~ v in I" mit R} = v ~ v.
Seien v/, v' die Normalformen zu u und v beziiglich R¢. Dann gilt ' # v'. Sei
l = r € R\ Rg, also eine beliebige spéter hinzukommende Regel. Nach Lemma 2
gilt [ > v und [ > v, da v und v in einem negativen Literal vorkommen. Also gilt
Il =wu>u und [ > v = v'. Damit sind weder v/ noch v’ reduzierbar durch die Regel
l=r.

Da v und v’ somit beziiglich keiner Regel aus R\ R¢ und nach Voraussetzung auch
beziiglich keiner Regel aus R reduzierbar sind, sind «’' und v" auch Normalformen
beziiglich R. Da R nach Lemma 1 konvergent ist, gilt also R* [~ u ~ v. Somit gilt
R* T und wegen R® C Rp C R gelten auch RC™ £ T und R}, [~ T. 0

FOLGERUNG 1 (FOLGERUNG AUS LEMMA 4) Fiir zwei Grundhornklauseln C' und
D der Form C =T,I" - Aund D =T, " — A’ gilt R}, =T gdw. R}, =T
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LEMMA 5 Sei C eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Grundhornklauseln D
mit D = C: gilt R* j£ C, so gilt auch R}, £ C, RC" £ C und R}, £ C.

BEWEIS C besitze die Form I' — A. Da C eine Grundhornklausel ist, enthélt dabei
A hochstens eine Gleichung, kann jedoch auch leer sein.

Es gilt R* &~ C und daher gelten R* =T und R* £~ A. Nach Lemma 4 gelten
dann auch R}, =T, RC" =T und R, =T. Da A nur aus Gleichungen besteht und
wegen Ro C R® C Rp C R, gilt dann auch R} = A, RY" = A und R}, [~ A.
Insgesamt ergibt sich also R}, = C, RC™ [= C und R £~ C. 0

LEMMA 6 Sei C € S eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Grundhornklauseln
D mit D > C: gilt R®" [~ C so gelten auch R}, J= C und R* £ C.

BEWEIS C besitze die Form I' — A. Da C eine Grundhornklausel ist, enthélt dabei
A hochstens eine Gleichung, kann jedoch auch leer sein.

Da RC™ [~ C gilt, miissen RC™ = T' und R®" £ A gelten. Nach Lemma 4 gilt
dann auch R}, =T und R* =T'. Zu zeigen bleibt R}, = A sowie R* [~ A.

Ist A leer, enthilt also C' keine positiven Literale, so ist nichts zu zeigen. Da C
eine Hornklausel ist, bestehe A also aus genau einem positiven Literal u ~ v. Wegen
RC" | A gilt RE™ b~ u ~ v. Seien o, v/ die Normalformen zu v und v beziiglich R .
Dann gilt v # v'. Sei | = r € R\ R”, also eine beliebige spiter hinzukommende
Regel. Wegen RC” = I' gilt nach Lemma 4 R} = I'. Damit gilt nach Lemma 3
dann | = w > «' und I >~ v > v'. Also sind weder «' noch v’ reduzierbar durch
die Regel I = 7. Da ' und ' somit beziiglich keiner Regel aus R\ R® und nach
Voraussetzung auch beziiglich keiner Regel aus R® reduzierbar sind, sind ' und
v" auch Normalformen beziiglich R. Da R nach Lemma 1 konvergent ist, gilt also
R* [~ w ~ v. Somit gilt R* = A und wegen Rp C R gilt auch R}, = A. Insgesamt
gilt also R* i~ C und Rp [~ C. 0

FOLGERUNG 2 (FOLGERUNG AUS LEMMA 5 UND LEMMA 6) Sei C € S eine Grund-
hornklausel. Dann gilt fiir alle Grundhornklauseln D mit D > C: RC" E C gdw.
R} = C gdw. R* =C.

BEwWEIS RC" |= C gdw. R* = C sowie die Aussage, dass, wenn RC" £ C' gilt,
auch R}, = C gilt, folgen direkt aus Lemma 5 und Lemma 6. Die noch fehlende
Aussage, dass, wenn RC™ |= C gilt, auch R}, = C gilt, ergibt sich aus Lemma 4 und
RY C Rp. O

Zu zeigen bleibt, dass R ein Modell von Sy ist. Dazu wird per Induktion iiber die
Klauselordnung . gezeigt, dass R ein Modell von S O S ist, da es kein minimales
Gegenbeispiel gibt, das heifit keine minimale Klausel C' € S mit R* [~ C. Bei der
Induktion ist zu beachten, dass S eine Menge von Grundklauseln und . grundtotal
ist. Damit sind alle Klauseln miteinander vergleichbar.

Angenommen R ist kein Modell von S. Dann gibt es ein Gegenbeispiel und damit
auch ein minimales Gegenbeispiel C' € S. Fiir C gilt also R* j~ C und fiir alle anderen
D € S mit R* £ D gilt D £ C. Da > grundtotal ist und C' und D Grundklauseln
sind, gilt sogar D > C.
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Dann kann man abhéngig vom Vorkommen des maximalen Terms s in C' folgende

vier Fille unterscheiden:

20

e Fall 1: C besitzt die Form I' — s ~ s.

Dann ist C' eine Tautologie, was ein Widerspruch zur Voraussetzung R* [~ C
ist.

Fall 2: C besitzt die Form I' — s ~ t mit s # ¢ und der maximale Term s
kommt nicht in I" vor.

Nach Voraussetzung gilt s > ¢,I". Weiter muss wegen R* [~ C nach Folgerung 2
RE ~ C gelten. Wegen R* [~ C kann C aber nicht generierend sein. Daher
muss s mit einer Regel [ = r € R an einer Position p reduzierbar sein.

Sei ' =T" — | ~ r € S die Klausel, die | = r generiert. Dann gilt wegen
| = r € R¢ die Beziehung C = C’. Da | ~ r das maximale Literal in C’ und
s ~ t das maximale Literal in C' ist, gilt daher s ~ ¢ > [ ~ r. Angenommen
es wiirde s ~ t = [ ~ r gelten, dann wiirde aber s ~ ¢t € R C R und damit
R* = C gelten. Also gilt s ~ ¢ > | ~ r und somit ist folgende Inferenz vom
Typ Superposition rechts ziehbar:

Fiir die Konklusion D gilt D < C, denn es gilt s = s[l], > s[r], (wegen [ > r)
und s = [ > I". AuBerdem ist D € S, da S abgeschlossen unter G ist. Es gilt
R* £ D, denn:
— R* =T wegen R* |£ C
— Da C’ generierend ist, gilt RY, = C" und somit R* D Ry, =1".
— R* }£~ s[r], ~ t, da wegen | = r € R sonst auch R* |= s[l], ~ t und damit
R* |= C gelten wiirde.

Also ist D ein kleineres Gegenbeispiel als C'. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Minimalitét von C.
Fall 3: C besitzt die Form I', s ~ s — A.
Dann ist folgende Inferenz vom Typ Reflexivitits- Resolution ziehbar:
I'N's~s— A
r—A

Die Konklusion D liegt in S, da S abgeschlossen unter G ist. Auflerdem gilt
R* |~ D, da R* [~ C. Wegen C > D ist dies ein Widerspruch zur Minimalitéit
von C.

Fall 4: C besitzt die Form I', s ~ ¢t — A mit s > ¢.

Wegen R* (£ C gilt R* = s ~ t. Somit miissen s und ¢ die gleiche Normalform
beziiglich R besitzen. Also muss s an einer Position p reduzierbar durch eine



Regel | = r € R sein. Angenommen [ = r wurde von C' :=T1" - [ ~r e S
generiert. Dann ist folgende Inferenz vom Typ Superposition links ziehbar:

I'-sl~r T,s~t—A
I"T,s[r]p ~t— A

Es gilt s >~ s[r], und wegen s = [ > I auch s > I'. Damit gilt fiir die
Konklusion D die Beziehung D < C. Aulerdem ist D € S, da S abgeschlossen
unter G ist. Es gilt R* = D, denn

— da C’ generierend ist, gilt R* O R, =1"
— R E=s[r],~t, da R* =s[l], ~t, [ ~r
— R* =T wegen R* £ C

— R* = A wegen R* (= C

Also ist D ein kleineres Gegenbeispiel als C'. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Minimalitét von C.

Da nach Voraussetzung S nicht die leere Klausel enthilt und somit C' # O gilt und
C' eine Grundhornklausel ist, sind dies alle moglichen Félle. Jeder dieser Fille fiihrt
zu einem Widerspruch. Also gibt es kein minimales Gegenbeispiel. Fiir alle D € S
gilt also R* = D. Damit ist R ein Modell und S D Sy. Also ist Sy erfiillbar. O

Die Einfithrung des Inferenzsystems G dient hauptséchlich der Darstellung der
grundlegenden Ideen. Vor allem die Modellkonstruktion und damit die Beweisidee
zu Satz 1 sind wichtig und werden im Folgenden immer wieder benutzt und dabei
verfeinert werden.

2.3. Suchraumeinschrankung durch Selektion

Eine weitere Methode, den Suchraum zu verkleinern, ist die sogenannte Selektion.
Man erlaubt in den Klauseln der Ausgangsmenge und nach dem Ziehen einer Inferenz
in deren Konklusion willkiirlich negative Literale zu selektieren, das heifit besonders
zu kennzeichnen (im Folgenden durch Unterstreichung gekennzeichnet). Anschlie-
Bend werden eine Klausel mit einem selektieren Literal betreffende Inferenzen nur
noch gezogen, wenn sie das selektierte Literal betreffen. Es wird davon ausgegangen,
dass sich durch Anwenden einer Substitution die Selektiertheit einer Klausel nicht
dndert. Dies ist zwar fiir das folgende Inferenzsystem unerheblich, da dieses nur auf
Grundklauseln arbeitet, wird jedoch spéter benttigt.

Um durch diese Einschrinkung die Vollstdndigkeit des Inferenzsystems nicht zu
verlieren ist es notwendig, folgende Selektionsregel zu beachten: Kommt in einer
Klausel I' — A der maximale Term in I" vor, so muss in dieser Klausel ein Literal
selektiert sein.

Erweitert man das Inferenzsystem G um diese Technik, so ergibt sich das folgende
Inferenzsystem G mit Selektion:
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Superposition rechts:

falls
o s, =1
IM—=l~r T —sx~t ol=rT'
I'\T'— s[r], ~t os=tTI
o s~t=Ilx~r

o in I, I ist keine Gleichung selektiert

falls
I'-l~r T,s~t—A .8|pEl/
" I,s[rlp ~t— A o l»nl
o s>t

o in I ist keine Gleichung selektiert

Reflexivitits- Resolution:

INs~s— A
I'— A

Die Korrektheit dieses Inferenzsystems ergibt sich erneut aus der Korrektheit der
einzelnen Inferenzen und kann leicht nachgewiesen werden.

Um die Vollstandigkeit des Inferenzsystems zu beweisen, kann man den Beweis
aus Abschnitt 2.2 anpassen. Dabei wird vorausgesetzt, dass die oben genannte Selek-
tionsregel beachtet wird. Essenziell fiir den Vollstéandigkeitsbeweis ist das folgende
Lemma:

LEMMA 7 Keine Klausel C' € S mit einer selektierten Gleichung ist generierend.

BEWEIS Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine generierende
Klausel C' € S mit einer selektierten Gleichung. Sei C' = I'Tu~v — s ~ t die
kleinste solche Klausel.

e Fall l: u=w

Es kann eine Inferenz vom Typ Reflexivitits- Resolution gezogen werden:

Nu~v—s~t

' > s~t

Da S abgeschlossen ist beziiglich des Inferenzsystems G mit Selektion, ist die
Konklusion D =T — s ~t € S. Es gilt D < C und somit Rp C R¢.
AuBerdem ist die Klausel D generierend, denn:

1. Es gilt R}, = D, denn:
R}, = T nach Folgerung 1, da Ry, = T'. Wegen R{, |~ C und Rp C R¢
gilt R}, & s ~ t. Damit gilt R}, = D.
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2. Es gilt s = t,I', da C generierend ist
3. Der Term s ist nicht reduzierbar beziiglich Rp, da s nicht reduzierbar
beziiglich Rc 2 Rp ist.

Also ist D generierend und generiert s = t. Da C = D, gilt damit aber
R{ = s ~ t und somit R} = C. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass C
generierend ist.

Fall 2: uw #Z v

Sei 0.B.d. A. u > v. Da C generierend ist, gilt R, [~ C und somit u |, v.
Daher gibt es eine Regel | = r € Rc und eine Position p mit u = u[l], =g,
ulr]p Yre v. Sei C" :=T" — | >~ r die Klausel aus S, die [ = r generiert. Somit
ist C’ eine generierende Klausel mit ¢’ < C.

Dann kann diese Inferenz vom Typ Superposition links

I"—=l~r Nu~v—s~t

T u[r]p v — s>t
gezogen werden, denn es gilt:

— ulp = [ nach Voraussetzung
— | > r,I’, da C' generierend ist
— u > v nach Voraussetzung

— InT” ist keine Gleichung selektiert, da C' nach Voraussetzung die kleinste
generierende Klausel ist, die eine selektierte Gleichung enthilt und C’
eine generierende Klausel mit C’ < C ist.

Da S abgeschlossen beziiglich des Inferenzsystems G mit Selektion ist, ist die
Konklusion D :=TI",T" u[r], ~v — s~t € S. Es gilt D < C (wegen u > u[r],
und u > I = T"), aber D = C’, da fiir den maximalen Term [ aus D gilt [ < u
und u < s gilt, da C generierend ist. Auflerdem ist D generierend, denn

1. s ist strikt maximal in D, denn

— s>t,v,I', da C generierend ist

— Es gilt s > u, da C generierend ist. Wegen [ > r gilt weiter u > u[r],
und somit s > u[r],.

— Da (' generierend ist, gilt [ = I/, woraus zusammen mit s = u = [
folgt s = T".

2. Es gilt R}, = D, denn

— R}, =T gilt wegen R}, |=I' nach Folgerung 1

— R}, =T gilt wegen Rf, |=T" nach Folgerung 1

— Es gilt R}, |= u ~ v. Da aber nach Lemma 2 fiir alle Regeln I’ = 7/
aus R\ Rp und damit auch fiir alle Regeln aus R\ Rp die Beziehung
' = s = u > v gilt, muss bereits in Rp C Rc gelten R}, = u ~ v.
Weiterhin gilt | = r € Rp, da ¢! < D. Zusammen mit R}, = u ~ v
folgt R}, = ulr]p, ~ v.

— R}, £ s ~ t, da nach Voraussetzung R, [~ s ~t und Rc 2 Rp
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3. s ist nicht reduzierbar beziiglich Rp, da s nicht reduzierbar beziiglich
Rc D Rp ist.

Also ist D generierend und generiert s = t. Wegen C' = D gilt damit aber
R{ = s ~ t und somit R} = C. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass C
generierend ist. O

Mit Hilfe des letzten Lemmas ldsst sich im Beweis zu Satz 1 sicherstellen, dass
in der linken Pramisse der in Fall 2 verwendeten Superpositions-Inferenzen niemals
selektierte Gleichungen vorkommen, da diese stets generierende Klauseln sind. Wei-
terhin muss die Voraussetzung ausgenutzt werden, dass in jeder Klausel I' — A in
der der maximale Term in I' vorkommt, ein Literal selektiert ist, um in Fall 3 und
4 sicherzustellen, dass ein passendes Literal des minimalen Gegenbeispiels selektiert
ist.

2.4. Der Superpositionskalkiil fiir allgemeine Hornklauseln

Bisher wurden nur Grundhornklauseln behandelt, also Hornklauseln, die keine Va-
riablen enthalten. Nun soll der Superpositionskalkiil so verallgemeinert werden, dass
auch allgemeine Hornklauseln behandelt werden kénnen. Eine allgemeine Hornklau-
sel repréasentiert alle ihre Grundinstanzen, das heifit eine Menge von Grundhorn-
klauseln. Die Grundidee besteht darin, alle Grundinstanzen aufzuzihlen und dann
die bekannten Inferenzen aus G anzuwenden. Dies ist in der Praxis jedoch nicht rea-
lisierbar, da die Menge der Grundinstanzen einer Klausel meist unendlich ist. Daher
ist es notig die Inferenzen auf allgemeine Hornklauseln zu liften, das heifit die Infe-
renzen so abzudndern, dass sie direkt mit allgemeinen Hornklauseln benutzt werden
konnen und das Ziehen einer solchen Inferenz eine grofle Zahl an auf Grundinstanzen
ziehbaren Inferenzen abdeckt.

Wurde bisher in den Inferenzen im Grundfall gefordert, dass zwei Grundterme sf
und t@ syntaktisch dquivalent sind, so entsteht daraus eine geliftete Inferenz, in deren
Konklusion s und ¢ von jeder Grundsubstitution der Konklusion unifiziert werden.
Dies kann man erreichen, indem man den allgemeinsten Unifikator o = mgu(s, t)
dieser beiden Terme auf die Konklusion anwendet. Dadurch wird die Menge der
Grundinstanzen der Konklusion genau auf die Menge der von Unifikatoren von s
und t gebildeten Grundinstanzen eingeschrinkt. Damit sind bereits alle fiir die Kor-
rektheit notigen Bedingungen geliftet. Es konnen auch die nur der Beschrinkung
des Suchraums dienenden Ordnungsbedingungen teilweise geliftet werden. Miissen
nur die Grundinstanzen betrachtet werden, fiir die s > tf gilt, so geniigt es, die
geliftete Inferenz zu ziehen, wenn t ¥ s gilt. Denn gilt ¢ = s, so gilt auch t6 > s
fiir alle Substitutionen 6, da > vertraglich mit Substitutionen ist. Damit gilt dann
aber s  t6. Weifl man aufgrund anderer Bedingungen, dass jede Grundinstanz, die
betrachtet werden muss, durch eine Substitution entsteht, die Instanz einer Substitu-
tion o ist, so kann man statt ¢ s auch die stirkere Bedingung to % so iiberpriifen.
Bei dieser Abschéitzung to % so und noch mehr bei t % s werden jedoch immer noch
Grundinferenzen gezogen, fiir die sf > t0 nicht gilt!
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Daraus ergibt sich dann das folgende Inferenzsystem H:

Superposition rechits:
falls

o o = mgu(sly, 1)

I'=l~r T —s~t o ro,Io % lo
(I T — slrlp = t)o o to,I'c % so
o (l~r)o} (s~t)o
o in I, T ist keine Gleichung selektiert

Superposition links:

falls
['—l~r  Tsxt—A * o= mou(sly. )
(I, T, s[r]p = t — A)o o ro,Io # lo
o to f so

o in I ist keine Gleichung selektiert

Reflezivitdts- Resolution:
MNs~t— A falls
(' = A)o e 0 = mgu(s,t)

SATZ 2 Sei S der Abschluss einer Menge Sy von Hornklauseln beziiglich H. Dann
ist So genau dann erfiillbar, wenn S nicht die leere Klausel enthélt.

BEWEIS Das Inferenzsystem H ist, wie man leicht nachpriifen kann, korrekt. Daher
ist Sp unerfiillbar, wenn [ € S gilt. Es gelte also [ ¢ S. Um zu zeigen, dass Sy dann
erfiillbar ist, wird ein Modell von Sy konstruiert.

Sei GS die Menge aller Grundinstanzen der Klauseln aus S. Dann ist GS — wie
man leicht nachweisen kann — abgeschlossen beziiglich G mit Selektion. Mit Hilfe von
Satz 1 in der in Abschnitt 2.3 fiir Selektion angepassten Variante kann man dann
ein Reduktionssystem R konstruieren, das Modell fiir GS ist. Sei C-o eine beliebige
Grundinstanz einer beliebigen Klausel C' € Sy C S. Dann gilt C-0 € GS und damit
R* = C-0. Also erfiillt R alle Grundinstanzen von C. Da R ein Herbrand-Modell
ist, ist dies gleichbedeutend mit R* |= C. Also erfiillt R alle Klauseln aus Sp und ist
somit ein Modell fiir Sj. O

Weiterhin kann man zeigen, dass die Superpositions-Inferenzen nur an Positionen
gezogen werden miissen, an denen keine Variablen stehen. Denn greift eine Super-
positions-Inferenz im Beweis zu Satz 1 in der in Abschnitt 2.3 fiir Selektion ange-
passten Variante das minimale Gegenbeispiel C'-o an einer solchen Variablenposition
an, so liegt die folgende Situation vor: das minimale Gegenbeispiel C-o € GS ist an
einer Substitutionsposition p durch eine Regel | = r € R reduzierbar. Sei ¢’ die
Substitution, die aus ¢ durch Anwenden der Regel [ = r entsteht. Dann ist aber
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auch die Klausel C-0/ € GS, da sie ebenfalls eine Grundinstanz von C ist. Aufler-
dem gilt R* & Co’ = Colr]p, da R* £ Co, Co|, =l und | = r € R. Dies ist ein
Widerspruch zur Minimalitit von C-o, da C-0’ < C-o wegen [ = r gilt.
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3. Suchraumeinschrankung durch
Constraints

3.1. Motivation

Im Folgenden wird der Superpositionskalkiil fiir allgemeine Hornklauseln weiter ver-
feinert, indem die in Abschnitt 2.4 eingefiihrten Bedingungen verstiarkt werden, unter
denen eine Inferenz nicht gezogen werden muss. Wenn eine Inferenz auf Grundklau-
seln nur dann gezogen werden muss, wenn so > to gilt, wurde dies dadurch approxi-
miert, dass ¢ % s im allgemeinen Fall iiberpriift wurde. Die Grundinstanzen, fiir die
die Inferenz gezogen werden muss, lassen sich jedoch genauer dadurch einschranken,
dass die Konklusion mit dem Constraint s > t versehen wird. Dadurch werden nur
noch die Grundinstanzen Co der Konklusion C' betrachtet, fiir die so > to gilt.
Diese Einschriankung gilt auch fiir weitere Inferenzschritte. Vererbt man die Cons-
traints, so entstehen schnell grofiere Constraints, die eine noch stérkere Einschrin-
kung der Grundinstanzen bedeuten. Dies fiihrt dazu, dass einige Inferenzen nicht
gezogen werden miissen, da die Konklusion keine Grundinstanzen mehr besitzt, das
heifit der Constraint unerfiillbar ist. Es ist sinnvoll, neben den Ordnungsbedingungen
auch die Unifikationsbedingungen mit in die entstehenden Constraints aufzunehmen
und zu vererben. Hierdurch kann man die durch das Anwenden des Unifikators auf
die Konklusion entstehenden Substitutionspositionen markieren. Wie im Folgenden
bewiesen werden wird, miissen an diesen Substitutionspositionen keine Inferenzen
gezogen werden.

Da Constraints nur der Beschriankung des Suchraums dienen, kénnen sie ohne
Verlust der Korrektheit oder Vollstédndigkeit des Inferenzsystems ganz oder teilweise
aufgegeben werden. Dabei muss man allerdings eine Vergréflerung des Suchraums
in Kauf nehmen. Der Ordnungsanteil eines entstehenden Constraints beschreibt nur
Bedingungen, die der Beschrankung des Suchraums dienen, und kann somit ohne
Anpassung der Klausel — analog zu den Ordnungsbedingungen in H — ganz oder
teilweise aufgegeben werden. Will man den Ordnungsanteil trotz des Aufgebens zu-
mindest teilweise nutzen, so kann vor dem Aufgeben eines Ordnungsconstraints s > ¢
— analog zu H — die fiir seine Erfiillbarkeit notwendige Bedingung ¢t % s iiberpriift
werden. Der Gleichheitsanteil eines Constraints ist fiir die Korrektheit wichtig, darf
also nicht ohne Anpassungen aufgegeben werden. Es ist jedoch moglich, einen er-
filllbaren Gleichheitsanteil ganz oder teilweise aufzugeben, indem der allgemeinste
Unifikator des aufzugebenden Teils bestimmt und auf die Klausel sowie den rest-
lichen Constraint angewendet wird. Ist der Gleichheitsanteil unerfiillbar, so ist der
gesamte Constraint unerfiillbar und die Klausel braucht nicht weiter betrachtet zu
werden. Auch das Aufgeben von Gleichheitsconstraints fiithrt zu einem Vorgehen wie
im Inferenzsystem H. Werden alle Constraints des folgenden Inferenzsystems H¢
aufgegeben, fiihrt dies wieder zu Inferenzsystem H.
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3.2. Das Inferenzsystem H;

Das folgende Inferenzsystem He arbeitet auf Hornklauseln mit Constraints. Wie
beschrieben wird davon ausgegangen, dass die Pramissen der Inferenzen paarweise
variablendisjunkt sind. Auflerdem benutzt dieses Inferenzsystem die in Abschnitt 2.3
eingefiihrte Selektion. Die dort eingefiihrte Selektionsregel ist zu beachten.

Man beachte, dass die im Inferenzsystem G fiir Grundklauseln eingefithrten Bedin-
gungen nicht mehr wie im Inferenzsystem H approximiert werden miissen, sondern
sich exakt in den Constraints wiederspiegeln.

Superposition rechts:

I'—-l~r|X T —s~t|3
T —slrlpxt|slp=l ANI>T'r Ns>T,t N s~t>lr AR A

falls

o der Constraint der Konklusion ist erfiillbar
o s|, ist keine Variable
o in I und I" ist keine Gleichung selektiert

Superposition links:

I"—>l~r|X T,s~t—A|3
I'T,s[rlp~t—Alslp=lANI>T'r ANs>t AR A

falls

o der Constraint der Konklusion ist erfiillbar
o s|, ist keine Variable
o in I ist keine Gleichung selektiert

Reflexivitits- Resolution:
Ms~t— A|NRN

F—=A|ls=t AR

falls

o der Constraint der Konklusion ist erfiillbar

BEMERKUNG 1 Durch die Constraintvererbung kénnen schnell sehr grofie, kompli-
zierte Constraints entstehen, deren Erfiillbarkeit nur schwer zu bestimmen ist. Wie
aber oben dargelegt, darf eine Klausel jederzeit durch eine bis auf Variablenumbenen-
nung syntaktisch dquivalente Klausel ersetzt werden. Dies ist erlaubt, da die Menge
der Grundinstanzen zweier bis auf Variablenumbenennung syntaktisch dquivalenter
Klauseln iibereinstimmen. Es ist sehr sinnvoll, dies zu nutzen, um die entstehenden
Constraints so zu vereinfachen, dass ihre Erfiillbarkeit leichter zu iiberpriifen ist. So
kann z.B. die Klausel f(z,a) ~b | f(z,y) = f(b,y) A y>bzu f(x,a) ~b|x =10
vereinfacht werden. Bei dieser Vereinfachung kann auch Wissen iiber die verwendete
Reduktionsordnung ausgenutzt werden. Niheres ist in Abschnitt 3.3 zu finden.
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BEMERKUNG 2 Der bei der Superposition rechts auftretende Constraint s, =1 A
I>T'r ANs>T,t ANs~t>I1l~r AR A Jwirkt wegen des atomaren Constraints
s ~ t > 1 ~ r auf den ersten Blick sehr kompliziert. Dieser atomare Constraint
kann aber sehr leicht vereinfacht werden. Gilt p # A, so wird s >~ ¢ > [ ~ r von
jeder Substitution erfiillt, die den Constraint s|, =1 A [ >r A s>t erfiillt, und
kann somit weggelassen werden. Gilt dagegen p = A, so erfiillt eine Substitution, die
slp, = 1 erfiillt, genau dann s ~ ¢t > [ ~ r, wenn sie den Constraint ¢t > r erfiillt.
Daher kann in diesem Fall s ~t > [ ~ r zu t > r vereinfacht werden.

BEMERKUNG 3 Trotz der genannten Vereinfachungen bleiben die entstehenden Con-
straints meist sehr kompliziert und damit dauert es lange, sie auf Erfiillbarkeit zu
iiberpriifen. Wie aber im Inferenzsystem beschrieben, dient der Test auf Erfiillbar-
keit nur der Einschréinkung des Suchraums und ist fiir die Korrektheit unwichtig.
Daher kann man wie folgt vorgehen: Falls leicht ersichtlich ist, dass ein Constraint
unerfiillbar ist, wird die entsprechende Inferenz nicht gezogen. Ist die Erfiillbarkeit
des Constraints dagegen nur schwer feststellbar, so wird die Inferenz gezogen, um
die Vollsténdigkeit nicht zu verlieren, falls der Constraint erfiillbar ist. Bleibt ein
Constraint auch dann noch zu kompliziert, kann er — wie oben beschrieben — ganz
oder teilweise aufgegeben werden.

Festzulegen bleibt, wann ein Constraint kompliziert ist und in welchen Féllen
seine Erfiillbarkeit nur schwer feststellbar ist. Hierzu miissen geeignete Heuristiken
entwickelt werden.

SATZ 3 Sei S der Abschluss beziiglich H¢ einer Menge Sy von Hornklauseln ohne
Constraint, das heifit von Hornklauseln mit allgemeingiiltigem Constraint T. Dann
ist Sp genau dann erfiillbar, wenn S nicht die leere Klausel enthélt.

BEWEIS Ist die leere Klausel in S enthalten, so ist Sy unerfiillbar, da die Inferenzen
korrekt sind.

Ist die leere Klausel nicht in S enthalten, ist zu zeigen, dass Sy erfiillbar ist. Dazu
wird ein Modell zu Sy konstruiert. Dieses wird in Form eines Reduktionssystems R
angegeben, das gleichzeitig mit einer Menge GS wie folgt (durch Induktion tiber die
Ordnung auf Klauseln) erzeugt wird:

Eine Grundinstanz C-o einer Klausel C' € S gehort genau dann zu GS, wenn C-o
an allen Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich R¢., ist. Da der Cons-
traint No einer Grundinstanz (C' | X)-o nach Definition (vergleiche Abschnitt 1.6)
immer erfiillt ist und somit die Menge der Instanzen nicht weiter beeinflussen kann,
kann der Constraint fiir Grundinstanzen und damit alle Klauseln aus GS vernach-
ldssigt werden.

Die Klausel C-o generiert die Regel lo = ro gdw. sie die Form (I' — [ ~ r)-0 hat
und gilt:

1. C.oeGS
2. Rt ECo
3. lo>=ro,l'c

4. lo ist nicht reduzierbar beziiglich Rc.,
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wobei R¢., die Menge der von allen Klauseln D-0 aus G.S mit C-o >~ D-0 generierten
Regeln ist. R ist die Menge aller von Klauseln aus G'S generierten Regeln. R
bezeichne die Menge R¢., vereinigt mit der eventuell von C-o generierten Regel.

Man kann sich die Definition von R und GS auch als zweistufigen Prozess vor-
stellen. Zunéichst wird die Menge G S konstruiert (wobei implizit natiirlich bereits R
erstellt werden muss). GS ist eine Menge von Grundhornklauseln. Definiert man R
wie in Satz 1 mit S := G S, so entsteht das gleiche R, wie nach der obigen Definition.
Diese Uberlegungen machen es leicht einsichtlich, dass alle bisherigen Ergebnisse, die
nur R betreffen und keine Abgeschlossenheit von R beziiglich eines Inferenzsystems
erfordern, iibernommen werden diirfen.

Zu jeder Klausel Cy € GS gibt es eine Klausel C' | X € S und eine Substitution
o, so dass Co = C, gilt und o den Constraint N erfiillt. Im Folgenden bedeute die
Schreibweise D-o € G.S zusitzlich D € S und o erfiillt den Constraint der Klausel
D. Fiir zwei Klauseln C-o0 und C’-0 aus GS wird meist die gleiche Substitution o
verwendet. Diese Vereinfachung ist moglich, da C und C’ o.B.d. A. als variablen-
disjunkt angenommen werden diirfen.

LEMMA 8 Alle Reduktionsysteme R’ mit R’ C R sind konvergent.

BEWEIS analog Lemma 1

LEMMA 9 Sei C'-0 eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Regeln lo = ro €
R\ Rc., und alle Teilterme so von C-o die Beziehung lo = so. Gilt fiir einen
Teilterm so = lo, so besitzt C-o die Form (I' — s ~ t)-0 mit so > to,['o.

BEWEIS analog Lemma 2

LEMMA 10 Sei C-0 € GS eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Regeln lo =
ro € R\ RY7 und alle Teilterme so von C-o die Beziehung lo = so. Gilt fiir einen
Teilterm so = lo, so besitzt C-o die Form (I' — s ~ t).0 mit so > to,I'c und
R, FETo.

BEWEIS analog Lemma 3

LEMMA 11 Sei C-o := (I, — A)-o eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle
Grundhornklauseln D-o mit D-o > C-0: Rf, , = T'o gdw. RO |=To gdw. Ry, E
I'o gdw. R* =To.

BEWEIs analog Lemma 4
FOLGERUNG 3 (FOLGERUNG AUS LEMMA 11) Fiir zwei Grundhornklauseln C'-o und

D-o der Form C-o := (I',\T' — A).0 und D¢ := (I, — A').0 gilt R}, , = T'o
gdw. R}, = To.
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LEMMA 12 Sei C-o eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Grundhornklauseln
D-o mit D-o = C-0: gilt R* £ C-0, so gilt auch R = C-o, R%7" |£ C-o und
R}, ¥ Coo.

BEWEIS analog Lemma 5

LEMMA 13 Sei C-0 € GS eine Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Grundhorn-
klauseln D-o mit D-o = C-o: gilt R%7" = C-o so gelten auch R}, [~ C-o und
R* [~ Clo.

BEWEIS analog Lemma 6

FOLGERUNG 4 (FOLGERUNG AUS LEMMA 12 UND LEMMA 13) Sei C-0 € GS ei-
ne Grundhornklausel. Dann gilt fiir alle Grundhornklauseln D-o mit D-o¢ = C-o:

RC" = C-0 gdw. R}, | C-0 gdw. R* |= C-0.

BEWEIS analog Folgerung 2

LEMMA 14 Sei C-o eine Grundhornklausel und sei D-o eine beliebige Grundhorn-
klausel mit D-o > C'-o. Weiter sei p eine Position von C'-o, die einen Term bezeichnet,
der nicht strikt maximal in C'-¢ ist oder in einem negativen Literal vorkommt. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

e (.0 ist an der Position p reduzierbar beziiglich R¢*?
e (.o ist an der Position p reduzierbar beziiglich Rp.,

e (.o ist an der Position p reduzierbar beziiglich R

BEwEIs Falls die Klausel C-o an der Position p reduzierbar ist beziiglich R, ist
sie an p auch reduzierbar beziiglich Rp., und R, da R¢° C Rp., CR.

Sei umgekehrt C-o an der Position p nicht reduzierbar beziiglich R¢. Sei | = r
eine beliebige Regel aus R\ R®*? und weiter sei u := C|, der Teilterm von C-o an der
Position p. Nach Lemma 9 gilt dann [ > u, da u nicht strikt maximal in C-o ist oder
u in einem negativen Literal auftritt. Also ist C-o nicht an der Position p reduzierbar
durch die Regel [ = r. Da s = t € R\ R®" beliebig und nach Voraussetzung C-o an
der Position p nicht reduzierbar beziiglich R ist, ist somit C-o an der Position p
nicht reduzierbar beziiglich R. Also ist auch C-o an der Position p nicht reduzierbar
beziiglich Rp., C R. O

LEMMA 15 Sei C-0 := (I',u ~ v — A)-o eine Klausel aus GS mit uoc = vo. Dann
ist D-o:= (I' = A)-0c € GS und es gilt D-o < C-0.
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Bewels Die Klausel C besitze die Form I'yu ~v — A | X. Da C-o eine Grundin-
stanz von C' ist, erfiillt o den Constraint R. Nach Voraussetzung erfiillt o auflerdem
den atomaren Constraint v = v. Somit kann auf die Klausel C' € S eine Reflexivitits-
Resolution angewendet werden:

Mu~v— AN
F—=AIRAu=v

Sei D:=T — A | R A u= v die Konklusion dieser Inferenz. Wegen D-o C C-o gilt
Do = (' — A).oc < C-0. Da S abgeschlossen beziiglich He ist, gilt weiter D € S.
Dann gilt D-oc € GS, denn:

e D.o ist Grundinstanz von D

e D.o ist an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, da an-
sonsten C-o an Substitutionspositionen reduzierbar beziiglich Ro.. 2 Rp.s
ware. O

LEMMA 16 Seien C-0 := (I',s ~t — A)-oc und C"-0 := (I" — | ~ r)-0 zwei Klauseln
aus GS und p eine Position mit

e (-0 ist generierend
® so >~ to
e in I ist keine Gleichung selektiert
o sol,=lo
Dann ist D-o := (I'",T', s[r], ~t — A)-c € GS und es gilt D-c < C'0.

BeEwEIs Die Klausel C besitze die Form C = T',s ~t — A | J und C’ die Form
C'=T"—1~r|X Da C"o generierend ist, gilt lo > ro,I'o. Nach Voraussetzung
ist lo ein Teilterm von so und damit gilt so > lo. Da aber so in einem negativen
und /o in einem positiven Literal auftauchen, gilt insgesamt C-o = C’ 0.

Man kann eine Superposition links zwischen C’ und C ziehen:

I"—>l~r|X T,s~t—A|3
'T,s[rlp~t—Alslp=lANIl>T'r ANs>t AR A

da die folgenden Bedingungen gelten:

e der Constraint s[, =1 A I >=T',7 A s>t A R A Jist erfiillbar, weil er von
o erfiillt wird. Denn es gilt
— sol, = lo nach Voraussetzung
— lo = T"o,r0, weil C'-o generierend ist
— so > to nach Voraussetzung

— o erfiillt die Constraints X und 3, da C’-o und C-o Grundinstanzen von

C’" und C sind.

32



e 5|, ist keine Variable, denn wére s|, eine Variable x, so wire zo = so|, = lo.
Das ist nicht moglich, da C-o € GS und damit C-o nicht reduzierbar beziiglich
R¢.» an Substitutionspositionen ist. xo = lo ist aber von lo = ro reduzierbar
und lo = ro € Re.,, da C'-0 < C-o die Regel lo = ro generiert.

e in I ist nach Voraussetzung keine Gleichung selektiert

Die Konklusion dieses Inferenzschrittes heifie D, also D :=TI", T, s[r], ~ ¢t — A |
slp=0AN1>T'r AN s>t AN X A D DaS abgeschlossen ist beziiglich Hc, ist
die Konklusion D € S . AuBerdem gilt C-0 > D-o = (I", T, s[r], ~ t — A)-0 wegen
so = sorol, und so > lo = IYo. Dann ist aber D-o € GS, denn:

e D.o ist Grundinstanz von D
e D.o ist an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, denn
— I''o, s-0, t-0 und A-o sind nicht reduzierbar an Substitutionspositionen
beziiglich Ro.. 2 Rp.s.

— I".0 und r-o sind nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich
Rev.y und somit auch nicht beziiglich RY"7, da R¢7 zusitzlich nur die
Regel lo = ro enthilt und diese nicht anwendbar ist, da lo = IVo,ro
gilt (weil C’-o generierend ist). Gilt D-o < C’-0, so sind I':o und r-o
nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich Rp., C R¢.,. Gilt
dagegen D-o = C' -0, so folgt dies aus Lemma 14. O

LEMMA 17 Seien C-0 := (I' - s ~ t)-0 und C'-0 := (I' — | ~ r)-0 zwei Klauseln
aus GS und p eine Position mit

e (-0 ist generierend

o so~to,l'o

e so ~to>lo~ro

e in I' und I" ist keine Gleichung selektiert
o sol,=lo

Dann ist D-o := (I'",I' — s[r|, ~t)-0 € GS und es gilt D-c < C-0.

BeEwEIS Die Klausel C besitze die Form C =T — s ~ ¢ | J und C’ die Form
C' =1 — 1 ~r | XN Da C'o generierend ist, ist loc ~ ro strikt maximal in
C'-0. Nach Voraussetzung ist so und somit so ~ to strikt maximal in C-o. Wegen
so ~to = lo ~ ro gilt daher C-0 = C' 0.

Es kann eine Superposition rechts zwischen C’ und C' gezogen werden:

I"—l~r|X TI'->s~t|3
T —slrlpxt|slp=0l ANl>T'r Ns>Tt N set>l~r AR A

da die folgenden Bedingungen gelten:
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e der Constraint s[, =1 A I >T",r AN s >T,t AN s~t>1l~r AR A Jist
erfiillbar, weil er von o erfiillt wird. Denn es gilt
— solp = lo nach Voraussetzung
— lo = ro,I"o, weil C'-o generierend ist
— so > to,I'oc nach Voraussetzung.

— so >~ to > lo ~ ro nach Voraussetzung

o erfiillt die Constraints X und 3, da C’-0 und C-o Grundinstanzen von
C' und C sind.

e 5|, ist keine Variable, denn wére s|, eine Variable x, so wire zo = so|, = lo.
Das ist nicht moglich, da C-o € GS und damit C-o nicht reduzierbar beziiglich
R¢., an Substitutionspositionen ist. Der Term xo = lo ist aber von lo = ro
reduzierbar und lo = ro € Re.o, da C'-0 < C-o die Regel lo = ro generiert.

e in I" und I" ist nach Voraussetzung keine Gleichung selektiert

Die Konklusion dieses Inferenzschrittes heile D, also D := I",T" — s[r], ~ ¢ |
slp=Ul ANI>T',r AN s>T,t AN s~t>l~r AN X A I DaS abgeschlossen ist
beziiglich He, ist die Konklusion D € S . Auflerdem gilt C-0 > D-oc = (I',T —
s[r]p >~ t)-o wegen so > so[rol, und so = lo = I'o. Dann ist aber D-o € GS, denn:

e D.o ist Grundinstanz von D
e D.o ist an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, denn

— I''0, 5.0 und t-o sind an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziig-
lich Rc.o 2 Rp.o-

— I'".0 und r-o sind nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich
R und somit auch beziiglich R da R zusitzlich nur die Regel
lo = ro enthélt und diese nicht anwendbar ist, da lo > Vo, ro ist (weil
C'-o generierend ist). Gilt D-0 < C"-0, so sind I''-o und 7-0 nicht redu-
zierbar an Substitutionspositionen beziiglich Rp., C R¢.,. Gilt dagegen
D-o = C'-0, so folgt dies aus Lemma 14. 0

LEMMA 18 Keine Klausel C-o € GS, die eine selektierte Gleichung enthilt, ist
generierend.

BEWEIS Dieses Lemma ist Lemma 7 sehr dhnlich, jedoch nicht vollkommen analog,
da fiir den Beweis von Lemma 7 und damit auch fiir den Beweis dieses Lemmas die
Abgeschlossenheit beziiglich des entsprechenden Inferenzsystems benutzt wird. Dank
der Lemmata 15 und 16 kann der Beweis trotzdem fast analog erfolgen.

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine generierende Klausel
C-o € GS mit einer selektierten Gleichung. Sei C-o0 = (Iu~v — s ~ t)-o die
kleinste solche Klausel. Fallunterscheidung nach der Form von C-o:
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e Fall 1: uo =wvo

Nach Lemma 15 ist dann D-o := (I' — s ~ t)-0 € GS. Diese Klausel D-o ist
generierend, denn:

1. Do € GS

2. Es gilt R}, [~ D-o, denn:
Da C-o generierend ist, gilt R, ¥~ C-0 und damit R}, | I'c und
Rf., W~ so ~ to. Wegen Rf,, |= T'o gilt R}, = I'o nach Folgerung 3.
R}, W so ~ to impliziert R}, ¥~ so ~ to wegen Rp., C Rc.,. Damit
gilt R, £ Deo.

3. so » to,I'o, da C-0 generierend

4. so ist nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, da so nicht reduzierbar beziiglich
Rc., 2 Rp.o ist.

Also ist D-o generierend und generiert so = to. Wegen C-o = D-o gilt damit
aber Rf. , |= so ~ to und somit R, = C-o. Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass C-o generierend ist.

e Fall 2: uoc £ vo

Sei 0.B.d. A. uo > vo. Da C-o generierend ist, gilt R, , & C-o und somit
uoll g, vo. Daher gibt es eine Regel lo = ro € R¢., mit uo = uo(lo], =g, ,
uolrolplre. vo. Sei C'oc = (I" — | ~ r).0c € GS die Klausel, die lo = ro
generiert. Somit ist C’-o eine generierende Klausel mit C'-0 < C-o. Daher
enthiilt IVo und damit I kein selektiertes Literal, da C-o nach Voraussetzung
die kleinste generierende Klausel ist, die ein selektiertes Literal enthalt.

Nach Lemma 16 ist dann auch D-o = (I", T, u[r], @ v — s ~ t)-0 € GS. Diese
Klausel D-o ist generierend, denn

1. Do e GS
2. so ist strikt maximal in D-o, denn

— so = to,vo,I'o, da C'-o generierend ist

— Es gilt so > uo, da C-o generierend ist. Wegen lo > ro gilt weiter
uo > (ulr]p)o und somit so > (ulr],)o.

— Da (' -0 generierend ist, gilt lo = Vo, woraus zusammen mit so > lo
folgt so = I'o.

3. Es gilt R}, [~ D-o, denn

— R}, = To gilt wegen R, = I'o nach Folgerung 3

— R}, ET'o gilt wegen RY,  |=T"o nach Folgerung 3

— Es gilt R}, = uo ~ vo. Da aber nach Lemma 9 fiir alle Regeln
!0 = r'o aus R\ Rp., und damit auch fiir alle Regeln aus R¢.o \ Rp.o
die Beziehung I'c = so = uo = vo gilt, muss bereits in Rp., € Re.»
gelten R}, | uo ~ vo. Weiterhin gilt lo = ro € Rp.,, da C'o <
D-o. Zusammen mit R}, = uo ~wvo folgt R}, = (u[r]y)o ~ vo.

— R}, F so ~ to, da nach Voraussetzung Rf., [~ so ~ to und
RC'O’ 2 RD'O’

35



4. so ist nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, da so nicht reduzierbar beziiglich
Rc.o 2 Rp.o ist.

Also ist D-o generierend und generiert so = to. Wegen C-o >~ D-o gilt damit
aber R}, |= so ~ to und somit R}, = C-0. Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass C-o generierend ist. O

Nach dem Beweis der Lemmata kann jetzt der Beweis des Satzes fortgesetzt wer-
den. Dazu wird zunéchst gezeigt, dass R ein Modell von G S ist.

Angenommen R wiire kein Modell von GS. Dann existiert eine minimale Klausel
C-0 € GS mit R* [£ Co. Sei so der maximale Teilterm von Co, also gelte fiir alle
Teilterme uo von C'o die Bezichung so = uo.

Fallunterscheidung nach dem Vorkommen von so in Co:

e Fall 1: C-o besitzt die Form (I' — s ~ t)-0 mit so = to.
Dann ist C'-o eine Tautologie. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
R* |~ Co.

e Fall 2: C-o besitzt die Form (I' — s ~ ¢)-0 mit so # to und so kommt nicht
in I'c vor. Weiter ist in I'c und damit in I' nichts selektiert.

Nach Voraussetzung gelten C-0 € GS und so >~ to,['oc. Weiter muss wegen
R* [~ C-0 nach Lemma 12 Rf. . (= C-o gelten. Wegen R* [~ C-o kann C-o
aber nicht generierend sein. Daher muss so mit einer Regel lo = ro € Ro.»
an einer Position p reduzierbar sein. Sei C"-0 := (I" — [ ~ r)-o die Klausel,
die lo = ro generiert. Somit gilt C’-c € GS und C’"-0 < C-0.

Dann ist nach Lemma 17 D-o := (I',T' — s[r|, ~ t)-0 € GS, denn:

— C-0 und C"-0 sind zwei Klauseln aus GS
— (-0 ist nach Definition generierend
— so > to,I'o gilt nach Voraussetzung

— Da C"-0 generierend ist, ist lo ~ ro € Rer.e € Re.o. Wegen RE = Ceo
und damit Rf. .}~ so ~ to muss also so ~ to # lo ~ ro gelten. so ~ to
und lo ~ ro sind die strikt maximalen Literale von C-o bzw. C’-o und
es gilt C-o = C'-0. Also muss so ~ to = lo ~ ro gelten.

— In T und I” ist keine Gleichung selektiert, da in T' nach Voraussetzung
nichts selektiert ist und in Vo und damit in IV nach Lemma 18 nichts
selektiert ist, da C’-o generierend ist.

— s0lp = lo nach Wahl von lo und p

Es gilt R* - D-o = (I'",T — s[r], >~ t)-0, denn
— Da C'-0 generierend ist, gilt R, , ¥~ C'-0 und somit R* O R},  =1"o.
— R* E=To wegen R* - C-o

— R* = (s[r]p ~ t)o, da wegen lo = ro € R sonst auch R* |= (s[l], ~ t)o
und damit R* = C-o gelten wiirde.
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Weiter gilt D-o < C-o. Also ist D-o ein kleineres Gegenbeispiel als C-o. Dies
ist aber ein Widerspruch zu Minimalitéit von C-o.

e [all 3: Der maximale Term so kommt im Antezedenten vor und im Anteze-
denten ist nichts selektiert.

Dies ist ein Widerspruch zur Selektionsregel, nach der eine Gleichung im Ante-
zedenten selektiert sein muss, falls der maximale Term so in diesem vorkommt.

e Fall 4: Im Antezedenten ist eine Gleichung selektiert. Die Klausel C-o besitzt
also die Form (I',u >~ v — A)-0.

Da R* }£ C'o, gilt R* = uo ~ vo.

— Fall 4.1: Es gilt uoc = vo. Dann ist nach Lemma 15 die Klausel D-oc =
(' - A)oc € GS. Da R* [£ C-0, gilt R* =To und R* £ Ao. Somit
R* £ D-o. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von C-o wegen
D.oc<C-o.

— Fall 4.2: Es gilt uo # vo. Sei 0.B.d. A. uo = vo. Da R* |= uo ~ vo gilt,
muss uo reduzierbar an einer Position p durch eine Regel lo = ro € R
sein. Sei C"-0 := (I" — | ~ r)-o die Klausel, die lo = ro generiert. Nach
Lemma 18 ist in IVo und damit in I keine Gleichung selektiert, da C’-o
generierend ist.

Somit ist nach Lemma 16 D-o := (I',T",u[r], @ v — A)-0c € GS. Es gilt
R* |~ D-o, denn
* R* =To wegen R* [~ C-o
* Da C"-0 generierend ist, gilt R, . ¥~ C'-0 und damit R}, = I'o.
Da weiter Rer., C R gilt, folgt R* =TV
* R* = (u[r], ~ v)o, da wegen lo = ro € R sonst R* = (u[l], ~ v)o
und damit R* = C-o gelten wiirde.
* R* B A wegen R* [~ C-o

Wegen D-o < C-o ist dies ein Widerspruch zur Minimalitdt von C-o.

Weitere Fille sind nicht mdéglich, da C-o eine Hornklausel ist und da nach Vor-
aussetzung [1 € S und damit C' # O gilt. Da also alle moéglichen Félle zu einem
Widerspruch fithren, ist gezeigt, dass R ein Modell von G ist.

Also bleibt zu zeigen, dass R auch ein Modell von Sy ist. Sei C-o eine beliebige
Grundinstanz einer beliebigen Klausel aus Sy C S. Weiter sei die Substitution o’
definiert durch zo’ := zollg fiir alle x € var(C). Da C € Sy und daher keinen
Constraint besitzt, ist C-¢’ eine Grundinstanz von C € Sy C S. Nach Definition von
o' ist auBlerdem C-¢’ nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R und
damit auch nicht beziiglich R¢.,» € R. Also gilt C-o’ € GS und damit R* = C-o’.
Nach Definition von ¢’ gilt somit R* = C-o. Also erfiillt R alle Grundinstanzen aller
Klauseln aus Sy und ist somit ein Modell fiir Sp. O
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3.3. Constraintvereinfachung

Wie bereits angedeutet kénnen durch die Constraintvererbung schnell sehr grofle,
komplizierte Constraints entstehen, deren Erfiillbarkeit nur schwer zu bestimmen
ist. Es ist daher sinnvoll, wenn immer moglich die auftretenden Constraints zu
vereinfachen. Ziel einer solchen Vereinfachung muss es sein, die Erfiillbarkeit eines
Constraints moglichst einfach bestimmen und zwei vereinfachte Constraints leicht
zu einem neuen vereinfachten Constraint kombinieren zu kénnen.

Wie oben definiert, wird im Zusammenhang mit Unifikation ein reiner Gleich-
heitsconstraint X = {s; = A ... A s, = t,} als eine Menge von Termpaaren
{(s1,%1),...,(Sn,tn)} betrachtet. Mit dieser Definition ist dann jede X erfiillende
Substitution ein Unifikator von X. Da ein allgemeinster Unifikator von N alle Uni-
fikatoren von X und damit alle N erfiillenden Substitutionen beschreibt, beschreibt
er auch alle zu N dquivalenten Constraints. Deshalb werden im Folgenden Substi-
tutionen ebenfalls als Constraints betrachtet. Benttigt man einen Représentanten
der von der Substitution beschriebenen dquivalenten Constraints, so kann fiir eine
Substitution {z1 « t1,...,x, < t,} der Constraint z; = t; A ... A z, = t,
verwendet werden. Als eine Normalform eines Constraints R wird ein zu N aqui-
valenter Constraint 3 der Form mgu(egpart(R)) A 2’ verstanden, wobei J' ein
reiner Ordnungsconstraint ist, in dem keine Variable aus dom(mgu(egpart(R))) auf-
tritt. Fiir jeden Constraint Y ist somit mgu(egpart(X)) A ordpart(X) eine Nor-
malform von N. Man beachte dabei, dass fiir jeden erfiillbaren Constraint N der
Gleichheitsanteil erfiillbar ist und somit mgu(egpart(R)) existiert. Der Constraint
flz,y) = fla,y) N g(y) = g(b) A f(y,z) > b besitzt z.B. die Normalform
x=aAy=bA f(b,z) > b. Er besitzt aber auch z. B. die Normalform z = a A y = b,
da die hier verwendete Reduktionsordnung die Teiltermeigenschaft besitzt und damit
alle Substitutionen f(b, z) > b erfiillen.

Man sieht also, dass es sinnvoll ist, nicht nur den Gleichheitsanteil, sondern auch
den Ordnungsanteil eines Constraints zu vereinfachen. Leider ist dies jedoch sehr
viel komplizierter als das Vereinfachen des Gleichheitsanteils. Man kann gewisse Ei-
genschaften — wie beispielsweise die oben verwendete Teiltermeigenschaft —, die fiir
alle verwendeten Reduktionsordnungen gelten, zum Vereinfachen verwenden. Neben
der Teiltermeigenschaft sind vor allem die Transitivitét, die Irreflexivitét, die Ver-
traglichkeit mit der Termstruktur und die Grundtotalitdt der >-Relation benutzbar.

Als eines von vielen moéglichen Vorgehen kann man zum Vereinfachen eines Cons-
traints N zunéchst mgu(egpart(R)) und damit X' := ordpart(X) berechnen. Existiert
mgu(egpart(R)) nicht, so ist N unerfiillbar. Anschlieflend kann man versuchen, die
Beziehungen zwischen allen in X’ vorkommenden Teiltermen aufzubauen. Fiir dieses
Aufbauen kann man die genannten Eigenschaften ausnutzen. Stellt man dabei einen
Widerspruch fest, so ist N unerfiillbar. Andernfalls kann man versuchen eine mog-
lichst kleine, einfache Menge R” von diesen hergeleiteten Ordnungsbeziehungen zu
finden, die alle anderen hergeleiteten Beziehungen durch die genannten Eigenschaf-
ten der Ordnung implizieren. Als vereinfachten Constraint in Normalform erhélt
man dann mgu(egpart(R)) A R

Man sieht, dass dieses Verfahren sehr aufwindig ist. Trotzdem kann es zwar in
vielen, aber nicht in allen Féllen herausfinden, ob der Constraint erfiillbar ist. Dies
ist aber auch fiir die Korrektheit der vorgestellten Inferenzsysteme nicht notwendig,
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da unter Vergroflerung des Suchraums auch Klauseln mit unerfiillbarem Constraint
verwendet werden diirfen. Das Verfahren nutzt — je nach Implementierung mehr
oder weniger stark — nur die Eigenschaften grundtotaler Reduktionsordnungen aus.
Man kann jedoch eigentlich alle Eigenschaften der verwendeten Reduktionsordnung
zum Vereinfachen benutzen und so eine stirkere Vereinfachung erreichen. Es ist auch
moglich fiir spezielle Reduktionsordnungen Verfahren zu entwickeln, die entscheiden,
ob ein Constraint erfiillbar ist.

Bisher wurden Constraints nur durch Umformung in dquivalente Constraints ver-
einfacht. Wie aber oben dargelegt, darf eine Klausel jederzeit durch eine bis auf
Variablenumbenennung syntaktisch dquivalente Klausel ersetzt werden. Es ist sehr
sinnvoll, auch dies dazu zu nutzen, die Constraints einer Klausel zu vereinfachen.
Sei C' | N eine Klausel mit einem Constraint N in Normalform. Besitzt X die Form
N=2z=t A 3und kommt z nicht in C vor, so ist C | X bis auf Variablenumbe-
nennungen syntaktisch dquivalent zu C' | 3. Gilt R =2 =y A 3, so kann C | X zu
Co | Do mit o := {z « y} vereinfacht werden ohne Informationen iiber Substitu-
tionspositionen zu verlieren. Ahnliche Vereinfachungen sind auf Klauselebene auch
fiir Ordnungsconstraints moglich, hingen jedoch zum Grof3teil von der verwendeten
Reduktionsordnung ab.
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4. Suchraumeinschrinkung durch
Redundanzelimination

Bisher wurde ausgehend von der Paramodulation die Menge der zu ziehenden Infe-
renzen und damit die Menge der generierten Klausel durch verschiedene Techniken
immer stéirker verkleinert. Dabei wurde ausschliellich in Abhéngigkeit von den Pri-
missen und der Konklusion bestimmt, ob eine Inferenz gezogen werden muss. Die
anderen Klauseln, die sich bereits in der Klauselmenge befinden, auf der die Infe-
renzen arbeiten, wurden dabei nicht beriicksichtigt. Indem man diese Klauseln be-
riicksichtigt, kann man fiir weitere Inferenzen zeigen, dass sie nicht gezogen werden
miissen. Auflerdem ist es damit moglich, fiir bereits in der Klauselmenge befindliche
Klauseln zu zeigen, dass sie unnotig sind und damit entfernt werden kénnen. Solche
Klauseln und Inferenzen werden redundant genannt. Dieser Begriff der Redundanz
soll im Folgenden formalisiert werden. Auflerdem soll gezeigt werden, dass redun-
dante Inferenzen nicht gezogen werden miissen und redundante Klauseln aus der
Klauselmenge entfernt werden diirfen.

DEFINITION 1 Eine Grundklausel C-o heifit redundant beziglich der Grundklauseln
D1-0,..., Dy-0 und beziiglich des Reduktionssystems R genau dann, wenn folgende
Bedingungen gelten:

e Gilt R* = D1-0,...D,0, so gilt auch R* = C-o.
e Co-D;0firl1<i<n

e Ist C'.o nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R, dann sind
auch D1-0,..., Dy,-0 nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R.

C'-o heilt redundant beziiglich einer Klauselmenge S genau dann, wenn es fiir jedes
grundkonvergente Reduktionssystem R Grundinstanzen Di-6, ..., D,-6 von Klau-
seln Dy, ..., D, € 5 gibt, beziiglich derer C-o beziiglich R redundant ist. Haufig sind
dabei fiir alle grundkonvergenten Reduktionssysteme die Grundinstanzen identisch,
so dass die folgende Definition sinnvoll ist: C-o heiflt redundant beziiglich der Grund-
klauseln D10, ..., D,-0 genau dann, wenn C-o redundant beziiglich D1-0, ..., D, -0
und beziiglich jedes grundkonvergenten Reduktionssystems ist. Sind alle Grundin-
stanzen einer allgemeinen Klausel C beziiglich S redundant, so heifit C' selbst redun-
dant beziiglich S. Im Folgenden wird meist statt der beiden Substitutionen ¢ und 6
nur eine einzige Substitution verwendet. Dies ist 0. B. d. A. méglich, da die Klauseln,
aus denen die Grundinstanzen entstehen, als variablendisjunkt angenommen werden
diirfen.

Eine Inferenz heifit beziiglich S redundant, wenn eine Primisse oder die Konklusion
redundant ist. Eine Klauselmenge S heifit hergeleitet bis auf Redundanz aus einer
Klauselmenge Sy durch ein Inferenzsystems Z, wenn .S durch Ziehen von Z-Inferenzen
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und durch Entfernen redundanter Klauseln aus Sy entsteht. S heiflt abgeschlossen bis
auf Redundanz beziiglich eines Inferenzsystems 7, wenn jede in S ziehbare Z-Inferenz
beziiglich S redundant ist. Ist eine Klauselmenge S aus einer Klauselmenge Sy durch
ein Inferenzsystem 7 bis auf Redundanz hergeleitet und ist .S abgeschlossen beziiglich
7 bis auf Redundanz, so heifit S Abschluss bis auf Redundanz von Sy beziiglich T.

LEMMA 19 Die leere Klausel [ ist beziiglich keiner Klauselmenge S redundant.

BEWEIS Angenommen [ ist redundant beziiglich einer Klauselmenge S. Weiter sei
R ein beliebiges grundkonvergentes Reduktionssystem. Dann gibt es Grundinstanzen
Dyo,...,D,-0vonKlauseln D, ..., D, € S, beziiglich derer [J redundant beziiglich
R ist. Es muss also fiir alle 1 < i < n gelten D;-oc < [. Da [0 aber die kleinste Klausel
beziiglich >. ist, gibt es keine solchen Klauseln und damit gilt n = 0. Es gilt aber
R* = () und R* [ 0. Also ist O nicht beziiglich D;-o, ..., Dy-0 redundant. 0

LEMMA 20 Sei 57 eine Klauselmenge. Die Menge So entstehe aus 57 durch Entfernen
redundanter Klauseln und durch Hinzunahme weiterer Klauseln. Ist eine Klausel
redundant beziiglich S7, dann ist sie auch redundant beziiglich .Ss.

BEWEIS Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine Klausel, die
redundant beziiglich S7, aber nicht beziiglich Sy ist. Da eine Klausel genau dann
redundant ist, wenn alle ihre Grundinstanzen redundant sind, gibt es dann auch
eine Grundklausel, die redundant beziiglich Sy, aber nicht beziiglich S5 ist. Sei C-o
die kleinste solche Grundklausel. Sei R ein beliebiges grundkonvergentes Redukti-
onssystem. Dann gibt es also Grundinstanzen D;-0, ... Dy-0 von Klauseln Dy, ... D,
aus S, beziiglich derer C'-o redundant beziiglich R ist.

Fiir jede solche Grundinstanz D;-o gilt: ist D; & So, so ist D; redundant beziiglich
S1 und damit ist D;-o redundant beziiglich S;. Da D;-0 < C-o gilt, ist dann aber
D;-o auch redundant beziiglich Sy. Setze m; := 1 und E;; := D;, falls D; € Sy. Gilt
D; & Sa,s0seien E; 1, ..., E; p, die Klauseln aus S beziiglich deren Grundinstanzen
Ei1-0,...,E;m,-0 die Klausel D;-0 redundant beziiglich R ist. Mit dieser Setzung
gilt

e Gilt R* =E;10,...,E;m, 0, so gilt auch R* = D;-0.
o Co~-Djo=E;jfir1<j<m,

e Ist C-o nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R, so ist sind
auch D;-o0 und damit E; 10, ..., E; ;-0 nicht reduzierbar an Substitutionspo-
sitionen beziiglich R.

Also ist C-o redundant beziiglich Ey 1-0,..., Ey p,-0,...,Ey1-0,...,Ep p,-0 und

beziiglich R. Da R beliebig gew#hlt war, ist damit C-o redundant beziiglich Ss. Dies
ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

42



BEMERKUNG 4 Die Grundidee bei der Verwendung von Redundanz ist, dass keine
Inferenzen mit redundanten Pramissen gezogen werden miissen, um die leere Klausel
herzuleiten. Das Loschen redundanter Klauseln und das Vernachléssigen von Inferen-
zen mit redundanter Konklusion lassen sich hierauf zuriickfiihren. Dass keine Inferen-
zen mit redundanter Konklusion gezogen werden miissen, kann man nédmlich darauf
zuriickfithren, dass diese Konklusion direkt wieder aus der Klauselmenge entfernt
werden diirfte. Und dass redundante Klauseln wéhrend des Vervollstédndigungspro-
zesses entfernt werden diirfen, ergibt sich daraus, dass die leere Klausel selbst nicht
redundant ist und dass redundante Klauseln wéhrend der ganzen folgenden Vervoll-
standigung redundant bleiben. Damit werden sie nie mehr fiir die Herleitung der
leeren Klauseln benotigt und kénnen somit vernachléssigt werden, da keine Infe-
renzen mit redundanten Pramissen gezogen werden miissen. Diese Erkenntnis, dass
redundante Klauseln redundant bleiben, ist sehr hilfreich fiir die Implementierung.

SATZ 4 Sei Sy eine Menge von Hornklauseln ohne Constraint, das heifit eine Menge
von Hornklauseln mit allgemeingiiltigem Constraint T. Weiter sei S4 ein Abschluss
bis auf Redundanz der Menge Sy beziiglich H¢. Dann ist Sy genau dann erfiillbar,
wenn S4 nicht die leere Klausel enthélt.

BEWEIS Dieser Beweis ist dem Beweis zu Satz 3 sehr dhnlich. Viele Lemmata kon-
nen ganz oder mit nur minimalen Ergdnzungen tbernommen werden. Auch die Be-
weisstruktur ist fast identisch. Es muss nur der Beweis, dass redundante Klauseln
fiir die Herleitung der leeren Klausel unndtig sind, ergdnzt werden.

Ist die leere Klausel in S 4 enthalten, so ist Sy unerfiillbar, da die Inferenzen korrekt
sind.

Ist die leere Klausel nicht in S4 enthalten, dann ist zu zeigen, dass Sy erfiillbar ist.
Dazu wird ein Modell zu Sy konstruiert. Dieses wird in Form eines Reduktionssys-
tems R angegeben, das gleichzeitig mit einer Menge GS wie folgt (durch Induktion
iiber die Ordnung auf Klauseln) erzeugt wird (bis auf die Definition von S analog
zu Satz 3):

Sei die Klauselmenge S gegeben iiber S := S4USy. Da 0 & Sy gilt, S4 Abschluss
von Sy bis auf Redundanz ist und die leere Klausel beziiglich keiner Menge redundant
ist, ist 0 € Sy und damit 0 € S = S4USy. Auflerdem ist S Abschluss von Sy bis auf
Redundanz beziiglich He, da S4 ein Abschluss von Sy bis auf Redundanz beziiglich
He ist.

Eine Grundinstanz C-o einer Klausel C' € S gehort genau dann zu G S, wenn C-o
an allen Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich R¢.., ist. Da der Cons-
traint No einer Grundinstanz (C' | X)-o nach Definition (vergleiche Abschnitt 1.6)
immer erfiillt ist und somit die Menge der Instanzen nicht weiter beeinflussen kann,
kann der Constraint fiir Grundinstanzen und damit alle Klauseln aus G.S vernach-
ldssigt werden.

Die Klausel C-o generiert die Regel lo = ro gdw. sie die Form (I' — [ ~ r)-0 hat
und gilt:

1. C.oeGS
2. Rt~ Co

3. lo>=ro,l'c
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4. lo ist nicht reduzierbar beziiglich R¢.,

wobei R¢., die Menge der von allen Klauseln D-0 aus G.S mit C-o > D-0 generierten
Regeln ist. R ist die Menge aller von Klauseln aus G'S generierten Regeln. RC7
bezeichne die Menge R¢., vereinigt mit der eventuell von C'-o generierten Regel.

Zu jeder Klausel Cy € GS gibt es eine Klausel C' | X € S und eine Substitution
o, so dass Co = Cy gilt und o den Constraint XN erfiillt. Im Folgenden bedeute die
Schreibweise D-o € GS zusitzlich D € S und o erfiillt den Constraint der Klausel
D. Fiir zwei Klauseln C-o und C’-0 aus G'S wird meist die gleiche Substitution o
verwendet. Diese Vereinfachung ist moglich, da C und C” o.B.d. A. als variablen-
disjunkt angenommen werden diirfen.

R ist ein Modell von G.S, wie im Folgenden gezeigt wird. Angenommen R wére kein
Modell von GS. Dann existiert eine minimale Klausel M-o € GS mit R* = Mo. Es
kann gezeigt werden, dass keine solche minimale Klausel existieren kann und somit
die Annahme falsch ist. Dazu sind aber noch einige Lemmata nétig.

Die Definition von R entspricht der Definition in Satz 3, abgesehen davon, dass S
hier nicht abgeschlossen beziiglich He sein muss, sondern nur die Abgeschlossenheit
bis auf Redundanz gegeben ist. Daher kénnen alle bisherigen Ergebnisse, die nur R
betreffen und keine Abgeschlossenheit von R beziiglich H¢ erfordern, iibernommen
werden. Dies sind insbesondere die Lemmata 8, 9 10, 11, 12, 13 und 14 sowie die
Folgerungen 3 und 4.

Auch die Lemmata 15, 16 und 17 kénnen sehr leicht angepasst werden. Jedes die-
ser Lemmata benutzt als zentralen Beweisschritt das Ziehen einer He-Inferenz und
postuliert, dass die Konklusion dieses Inferenzschrittes in S liegt, da nach Voraus-
setzung die Prédmissen in S liegen und im Kontext dieser Lemmata S abgeschlossen
unter He ist. Hier ist nun S nur bis auf Redundanz abgeschlossen unter H¢. Die
Lemmata lassen trotzdem leicht iibernehmen, indem zusétzlich vorausgesetzt wird,
dass die Prdmissen nicht redundant sind, und indem nur bewiesen wird, dass die
Konklusion entweder redundant oder in .S ist.

LEMMA 21 Sei C-o := (I'u >~ v — A)-o eine Klausel aus GS mit uo = vo. Weiter
sei C-o und damit C nicht redundant beziiglich S. Fiir D-o0 := (I' — A)-0 gilt dann:

e D.o ist an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich Rp.,
e D-o ist entweder redundant beziiglich S oder es gilt D-c € GS
e Do <Cwo

BEWEIS analog Lemma 15

LEMMA 22 Seien C-0 := (I',s 2t — A)-cund C"-0 := (I — | ~ r)-0 zwei Klauseln
aus GS und p eine Position mit

e C-.0 und C'-0 und damit C' und C’ sind nicht redundant beziiglich S

e (-0 ist generierend
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® so > to
e in I" ist keine Gleichung selektiert
o sol,=lo
Fir D-o := (I'",T, s[r], ~t — A)-o gilt dann:
e D.o ist an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich Rp.,
e D.o ist entweder redundant beziiglich .S oder es gilt D-c € GS
e Do <Co

BEWEIS analog Lemma 16

LEMMA 23 Seien C-0 := (I' = s ~ t).0 und C"-0 := (I" — | ~ r)-0 zwei Klauseln
aus GS und p eine Position mit

e C-.0 und C'-0 und damit C' und C’ sind nicht redundant beziiglich S
e (-0 ist generierend

e so > to, o

e so ~to>lo~ro

e in I' und I" ist keine Gleichung selektiert

solp, =lo

Firr D-o := (I'',T" — s[r], ~ t)-0 gilt dann:
e D.o ist an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich Rp.,
e D.o ist entweder redundant beziiglich .S oder es gilt D-o € GS
e Do <Co

BEWEIS analog Lemma 17

LEMMA 24 Sei M-o das minimale Gegenbeispiel. Keine Grundklausel C-o mit C-o <
Mo, die an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich R¢.. ist und fiir die
R, [~ C-o gilt, ist redundant beziiglich S.

BEWEIS Angenommen C-o ist redundant beziiglich S. Da R¢., nach Lemma 8 ein
grundkonvergentes Reduktionssystem ist, gibt es Grundinstanzen Di-o,...,D,-0
von Klauseln aus S, beziiglich derer C-o redundant beziiglich R¢., ist.

Nach Voraussetzung ist C'-o nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziig-
lich Reo.,. Somit ist fiir alle 1 < i < n auch D;-o nicht reduzierbar an Substitutions-
positionen beziiglich Rc., und daher auch nicht reduzierbar beziiglich Rp,., € Rc.,.
Also gilt D;-0 € GS fiir alle 1 < i < n. Damit gilt wegen D;-0c < C-0 =< M-0 weiter
R* |= D;-o fur alle 1 < i < n. Nach Folgerung 4 gilt dann aber auch R}, = Dj-o
fir alle 1 <7 < n und somit Rf, = C-o. Dies ist aber ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung. O
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FOLGERUNG 5 (FOLGERUNG AUS LEMMA 24) Sei M-o das minimale Gegenbeispiel.
Keine generierende Klausel C-o mit C-0 < M-¢ ist redundant beziiglich S.

FOLGERUNG 6 (FOLGERUNG AUS LEMMA 24 UND LEMMA 12) Sei M-o das mini-
male Gegenbeispiel. Keine Grundhornklausel C-o mit C-0 < Mo, die an Substitu-
tionspositionen nicht reduzierbar beziiglich R¢., ist und fiir die R* (£ C-o gilt, ist
redundant beziiglich S.

FOLGERUNG 7 (FOLGERUNG AUS FOLGERUNG 6) Das minimale Gegenbeispiel M o
ist nicht redundant beztiglich S.

LEMMA 25 Keine Klausel C-o € GS mit C-0 < M-o, die eine selektierte Gleichung
enthélt, ist generierend.

BEWEIS Dieses Lemma ist Lemma 18 sehr dhnlich, jedoch nicht vollkommen analog,
da hier zusdtzlich gezeigt werden muss, dass weder C-o noch die im Beweis herge-
leiteten Klauseln, die den Widerspruch verursachen, redundant beziiglich S sind.

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine generierende Klausel
C-0 < M-o in GS mit einer selektierten Gleichung. Sei C-o = (I',u ~¥v — s~ t)-o
die kleinste solche Klausel. Nach Folgerung 5 gilt daher, dass C'-o nicht redundant
beziiglich S ist. Fallunterscheidung nach der Form von C'-o:

e Fall 1: uo =wvo

Sei D-o := (I' — s ~ t)-0. Nach Lemma 24 ist D-o nicht redundant in S,
denn:

— D-o ist nach Lemma 21 nicht reduzierbar an Substitutionspositionen be-
ziiglich Rp.s.

— Ebenfalls nach Lemma 21 gilt D-c < C-0 < Mo

— Es gilt R}, = D-o, denn:
Da C-o generierend ist, gilt R, ¥~ C-0 und damit R, | I'c und
Rf., W~ so ~ to. Wegen Rf,, = T'o gilt R}, |= I'o nach Folgerung 3.
Rf., = so ~ to impliziert R}, W~ so ~ to wegen Rp., C Rc.,. Damit
gilt R%_ £ Do

Nach Lemma 21 ist also D-0 = (I' = s ~ t)-0 € GS. Diese Klausel D-o ist
generierend, denn:

1. Do e GS

2. R, Do

3. so » to,'o, da C-o generierend ist

4. so ist nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, da so nicht reduzierbar beziiglich

Rc.o 2 Rp.o ist.

Also ist D-o generierend und generiert so = to. Wegen C-o >~ D-o gilt damit
aber R}, |= so ~ to und somit R}, = C-o. Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass C-o generierend ist.
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o Fall 2: uoc # vo

Sei 0.B.d. A. uo > vo. Da C-o generierend ist, gilt R, £ C-0 und somit
uo| g, ,vo. Daher gibt es eine Regel lo = 70 € Rc., mit uo = uo(lo], =g, ,
uolrolpllrg vo. Sei C'o == (I — | ~ r).o € GS die Klausel, die lo =
ro generiert. Somit ist C’-o eine generierende Klausel mit C'.-c < C-o <
M-o. Daher enthilt IVo und damit I' kein selektiertes Literal, da C-o nach
Voraussetzung die kleinste generierende Klausel ist, die ein selektiertes Literal
enthélt. Nach Folgerung 5 ist C’-o aulerdem nicht redundant beziiglich S.

Fir D-o := (I'",T,u[r]p @ v — s >~ t)-o gilt:

— so ist strikt maximal in D-o, denn

x so > to,vo,l'o, da C-o generierend ist

x Es gilt so > uo, da C-o generierend ist. Wegen lo >~ ro gilt weiter
uo > (ulr]p)o und somit so > (ulr],)o.

* Da C'-o generierend ist, gilt lo = I''o, woraus zusammen mit so = lo
folgt so = I'o.

— Es gilt R}, £~ D-o, denn

x R}, | To gilt wegen R{.  |= I'c nach Folgerung 3

* R}, E=T'o gilt wegen Rf, = Io nach Folgerung 3

* Bs gilt Rf., = uo ~ vo. Da aber nach Lemma 9 fiir alle Regeln
l'0c = r'o aus R\ Rp., und damit auch fiir alle Regeln aus Ro.o \ Rp.o
die Beziehung I'c = so = uo = vo gilt, muss bereits in Rp., C Reo.»
gelten R}, | uo ~ vo. Weiterhin gilt lo = 70 € Rp.,, da C"-0 <
D-o. Zusammen mit R}, A = uo ~ vo folgt R}, = (u[r]p)o ~ vo.

* R}, B so ~ to, da nach Voraussetzung R}, & so ~ to und
RC-U :_> RD~0’

Nach Lemma 24 ist D-o somit nicht redundant in S, denn:

- Rpy, £ Do
— D-o ist nach Lemma 22 nicht reduzierbar an Substitutionspositionen be-
ziiglich Rp.,.

— Ebenfalls nach Lemma 22 gilt D-oc < C-0c < M-o
Nach Lemma 22 ist also D-o = (I',T,u[r], ~ v — s ~ t)-0 € GS. Diese
Klausel D-o ist generierend, denn:

1. D.o e GS

2. so ist strikt maximal in D-o

3. R, ~E Do

4. so ist nicht reduzierbar beziiglich Rp.,, da so nicht reduzierbar beziiglich

Re.o O Rp.y ist.

Also ist D-o generierend und generiert so = to. Wegen C-o >~ D-o gilt damit
aber R}, |= so ~ to und somit R}, = C-0. Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass C-o generierend ist. O
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Nach dem Beweis der Lemmata kann jetzt der Beweis des Satzes fortgesetzt wer-

den. Sei so der maximale Teilterm des minimalen Gegenbeispiels Mo, also gelte fiir
alle Teilterme uo von Mo die Beziehung so > uo.
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Fallunterscheidung nach dem Vorkommen von so in M-o:

e Fall 1: Mo besitzt die Form (I' — s >~ ¢)-0 mit so = to.

Dann ist Mo eine Tautologie, was ein Widerspruch zur Voraussetzung R* F~
Mo ist.

Fall 2: M-o besitzt die Form (I' — s ~ t)-0 mit so # to und so kommt nicht
in I'o vor. Weiter ist in I'c und damit in I' nichts selektiert.

Nach Voraussetzung gelten M-o € GS und so > to,I'c. Weiter muss wegen
R* = M-o nach Lemma 12 R}, [~ M-o gelten. Wegen R* (= M-o kann M-o
aber nicht generierend sein. Daher muss so mit einer Regel lo = ro € Ry,
an einer Position p reduzierbar sein. Sei C"-0 := (I — [ ~ r)-o die Klausel,
die lo = ro generiert. Somit gilt C"-c € GS und C"-0 < M 0.

Dann ist nach Lemma 23 D-o := (I",I' — s[r|, =~ t)-o nicht reduzierbar
an Substitutionspositionen beziiglich Rp., und D-o ist entweder redundant
beziiglich S oder es gilt D-oc € G5, denn:

— Mo und C’-¢ sind zwei Klauseln aus GS

— Mo ist nach Folgerung 7 nicht redundant beziiglich S
— (-0 ist nach Folgerung 5 nicht redundant beziiglich S
C’-o ist nach Definition generierend

— so > to,I'o gilt nach Voraussetzung

— Da C'-0 generierend ist, ist lo ~ ro € Rer.o € Re.o. Wegen RY = C-o
und damit R}, }~ so ~ to muss also so >~ to # lo ~ ro gelten. so ~ to
und lo ~ ro sind die strikt maximalen Literale von C-o bzw. C'-0c und
es gilt C-o = C'-0. Also muss so ~ to = lo ~ ro gelten.

— in I' ist nach Voraussetzung nichts selektiert

so|, = lo nach Wahl von o und p
Es gilt R* £ D-o = (I",T — s[r], ~t)-0, denn

— Da C’-0 generierend ist, gilt R}, = C'-0 und somit R* D R}, =1"0.

— R* =T0o wegen R* = C-o

— R* [~ (s[r]p ~ t)o, da wegen lo = ro € R sonst auch R* |= (s[l], ~ t)o
und damit R* = C-o gelten wiirde.

Weiter gilt D-0 < M-o. Nach Folgerung 6 ist also D-o nicht redundant beziig-
lich S. Daher muss D-o € G\S gelten. Also ist D-o ein kleineres Gegenbeispiel
als M-o. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitat von M-o.

Fall 3: Der maximale Term so kommt im Antezedenten vor und im Anteze-
denten ist nichts selektiert.

Dies ist ein Widerspruch zur Selektionsregel, nach der eine Gleichung im Ante-
zedenten selektiert sein muss, falls der maximale Term so in diesem vorkommt.



e Fall 4: Im Antezedenten ist eine Gleichung selektiert. Die Klausel M-o besitzt
also die Form (I',u >~ v — A)-0.

Da R* £ Mo, gilt R* = uo ~ vo.

— Fall 4.1: Es gilt uo = vo.
Dann ist nach Lemma 21 die Klausel D-o := (I' — A)-0 nicht reduzierbar
an Substitutionspositionen beziiglich Rp.,. Aulerdem ist D-o entweder
redundant beziiglich S oder es gilt D-oc € GS. Da R* £ Mo, gilt R* =
I'o und R* £ Ao. Somit R* & D-o. Zusammen mit D-o < M-o folgt aus
Folgerung 6, dass D-o nicht redundant beziiglich S ist und dass somit
D-c € GS gelten muss. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitéit von
M-o wegen D-og < M-o.

— Fall 4.2: Es gilt uo # vo.

Sei 0.B.d. A. uo = vo. Da R* |= uo ~ vo gilt, muss uo reduzierbar an
einer Position p durch eine Regel lo = ro € R sein. Sei C"-0 := (I" —
| ~ r)-o die Klausel, die loc = ro generiert. Nach Lemma 25 ist in Vo
und damit in I keine Gleichung selektiert, da C"-0 < M-o generierend
ist. M-o ist nach Folgerung 7 und C’-o nach Folgerung 5 nicht redundant
beziiglich S.

Somit ist nach Lemma 22 D-o := (I',I,u[r], ~ v — A)-o nicht re-
duzierbar an Substitutionspositionen beziiglich Rp.,. Aulerdem ist D-o
entweder redundant beziiglich S oder es gilt D-o € GS. Es gilt R* [~ D-o,
denn

* R*|=To wegen R* £ M-o
* Da C'-0 generierend ist, gilt Ry, ¥ C"-0 und damit Rf, , = T'o.
Da weiter Rer., C R gilt, folgt R* =10
* R* = (u[r]p, ~ v)o, da wegen lo = ro € R sonst R* (= (u[l], ~ v)o
und damit R* = M-o gelten wiirde.
* R* =T wegen R* = M-o
Zusammen mit D-o < M-o folgt aus Folgerung 6, dass D-o nicht redun-

dant beziiglich S ist und dass somit D-o € GS gelten muss. Dies ist ein
Widerspruch zur Minimalitdt von M -0 wegen R* = D-o und D-0 < M-o.

Weitere Fille sind nicht moglich, da C-o eine Grundhornklausel ist und da nach
Voraussetzung [ ¢ S und somit C' # [ gilt. Da also alle méglichen Fille zu einem
Widerspruch fithren, ist gezeigt, dass R ein Modell von G S ist.

Also bleibt zu zeigen, dass R auch ein Modell von Sy ist. Sei C'-o eine beliebige
Grundinstanz einer beliebigen Klausel aus Sy C S. Weiter sei die Substitution o’
definiert durch zo’ := zollg fiir alle x € var(C). Da C € Sy und daher keinen
Constraint besitzt, ist C-¢’ eine Grundinstanz von C € Sy C S. Nach Definition von
o’ ist auBlerdem C-¢’ nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R und
damit auch nicht beziiglich R¢.,» € R. Also gilt C-¢’ € GS und damit R* = C-o’.
Nach Definition von o’ gilt somit R* |= C-o. Also erfiillt R alle Grundinstanzen aller
Klauseln aus Sy und ist somit ein Modell fiir Sy. O
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5. Praktische Realisierung

Um herauszufinden, welche Vor- und Nachteile die Verwendung von Constraints in
der Praxis bringt und wie man Constraints am sinnvollsten einsetzen kann, miissen
die zuvor beschriebenen theoretischen Uberlegungen in der Praxis erprobt werden.
Beispielsweise miissen Heuristiken fiir die Aufgabe von Constraints untersucht wer-
den. Denn einerseits schrinken starke Constraints den Suchraum ein, andererseits
sind der Test, ob sie erfiillbar sind, und ihre Verwaltung sehr aufwéindig. Auflerdem
konnen Constraints dazu fithren, dass statt einer Klausel C' | X, die viele Grundin-
stanzen abdeckt, mehrere Klauseln D; | J; hergeleitet werden, die jeweils nur einen
Teil der Grundinstanzen abdecken. Obwohl vielleicht die Menge der Grundinstan-
zen der Klauseln D; | J; eine echte Teilmenge der Menge der Grundinstanzen der
Klausel C' | W ist und somit eine Beschrinkung des Suchraums stattgefunden hat,
bedeutet dies in der Praxis erheblich mehr Aufwand, da nun der Suchraum nicht
mehr so kompakt dargestellt und durchsucht werden kann. Constraints beeinflussen
auch die Redundanz von Klauseln. Eine Heuristik zu entwickeln, ist hierbei beson-
ders trickreich, da eine Klausel umso eher redundant ist, je stérker ihr Constraint
und je schwécher die Constraints der anderen Klauseln sind.

Man sieht also, dass es trotz der durch die Constraints erreichten Suchraumein-
schrankung keineswegs klar ist, ob die Verwendung von Constraints in der Praxis
sinnvoll ist und zu einer Leistungssteigerung eines automatischen Theorembeweisers
fiihrt.

Eine weitere interessante Frage ist, wie man am geschicktesten mit Redundanz
umgeht. Es ist unentscheidbar, ob eine Klausel redundant ist, da sich das Erfiillbar-
keitsproblem auf diese Fragestellung reduzieren ldsst. Es ist aber auch nicht nétig,
fiir jede Klausel zu entscheiden, ob sie redundant ist, da redundante Klausel zwar aus
der Klauselmenge entfernt werden koénnen, aber nicht miissen und ebenso redundan-
te Inferenzen gezogen werden diirfen. Es ist sogar so, dass das Ziehen redundanter
Inferenzen das Finden des Beweises beschleunigen kann. Es miissen also hinreichende
Redundanzkriterien entwickelt werden, die effizient zu iiberpriifen sind.

Der eingefiihrte Begriff der Redundanz erlaubt auch noch eine andere Vorgehens-
weise. Bei der Vervollstdndigung einer Klauselmenge S beziiglich eines beliebigen
Inferenzsystems diirfen jederzeit zusétzlich Klauseln, die aus S folgen, zu S hin-
genommen werden, ohne die Korrektheit oder Vollstdndigkeit des Verfahrens zu
verlieren. Daher ist es teilweise moglich, geschickt eine Klausel C’, die aus S folgt,
so hinzuzunehmen, dass eine Klausel C' aus S dadurch redundant wird und damit
entfernt werden kann. Aufgrund der Definition von Redundanz ist dabei C’ im All-
gemeinen einfacher als C'. Man sagt daher C' kann zu C" simplifiziert werden. Ein
weiteres Ziel muss es also sein, geeignete Simplifikationsregeln zu entwickeln, das
heifit Regeln, wann eine Klausel simplifiziert werden kann.

Sowohl Redundanzkriterien als auch Simplifikationsregeln stellen eine praktische
Umsetzung der Theorie dar, die fiir die Effizienz einer Implementierung entscheidend
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ist. Welche Kriterien und Regeln sinnvoll sind, muss durch Experimente gezeigt
werden.

5.1. Implementierung

Fiir die Implementierung der entwickelten Inferenzsysteme wurde das System PRAK-
Sys verwendet. Dabei handelt es sich um einen im Rahmen eines Praktikums der AG
Avenhaus an der Universitit Kaiserslautern im Wintersemester 2001 /2002 entwickel-
ten Theorembeweiser fiir die reine Gleichheitslogik erster Stufe. Entwicklungsziel von
Praksys war es nicht, einen moglichst schnellen Beweiser zu entwickeln, sondern eine
Umgebung zur Verfiigung zu stellen, die das Testen und den Vergleich von ver-
schiedenen Beweisverfahren erlaubt. Daher ist Praksys sehr leicht und umfangreich
konfigurierbar und besitzt eine ausfiihrliche Statistikfunktion.

Im Wesentlichen besteht Praksys aus einem Framework, das es erlaubt, unter-
schiedliche Implementierungen fiir die einzelnen Komponenten zu verwenden. Die
zentrale Komponente des Systems ist die sogenannte Hauptschleife. Diese Kom-
ponente besitzt die Aufgabe, zu einer tibergebenen Spezifikation einen Beweis zu
finden. Diese Spezifikation enthilt als Hauptbestandteil eine Menge von Axiomen
und eine aus diesen Axiomen zu folgernde Konklusion. Die Komponenten, die die
Hauptschleife zur Beweissuche verwendet, sind genau wie die Hauptschleife selbst in
ihrer Implementierung austauschbar. Das Framework bietet auflerdem Funktionen
zur Erfassung von statistischen Daten iiber die Programmléufe an.

Aufgrund dieser Eigenschaften eignete sich Praksys gut als Grundlage fiir die Um-
setzung und den Vergleich der Varianten des Inferenzsystems. Es stellte grundlegende
Objekte, wie Terme, Gleichungen, Klauseln, Regeln, Reduktionssysteme usw. bereit.
Auflerdem waren grundlegende Algorithmen wie z.B. ein Unifikationsalgorithmus
bereits vorhanden. Zur Umsetzung der verschiedenen Varianten des Inferenzsystems
mussten Datenstrukturen zur Darstellung von Constraints und Funktionen auf die-
sen, z. B. fiir die Vereinfachung von Constraints, den Test auf Erfiillbarkeit oder den
Vergleich zweier Klauseln mit Constraint auf syntaktische Aquivalenz bis auf Varia-
blenumbenennung, implementiert werden. Zusétzlich war die Implementierung einer
neuen Hauptschleife erforderlich, da die vorhandene Hauptschleife nicht in ausrei-
chendem Maf}e konfigurierbar war.

Eine Einschréankung bei der Verwendung von Praksys ist, dass nur sogenannte
Unitklauseln unterstiitzt werden. Unitklauseln sind spezielle Hornklauseln, ndmlich
Klauseln, die aus nur einem Literal bestehen. Der Hauptgrund fiir die Entscheidung,
Praksys nicht auf allgemeine Hornklauseln zu erweitern, besteht darin, dass hierzu
umfangreiche Anpassungen an der grundlegenden Datenstrukturen und Algorithmen
notig sind. Hinzu kommt, dass sich bei der Betrachtung von Unitklauseln leichter
Redundanzkriterien und Simplifikationsregeln finden lassen als bei der Betrachtung
allgemeiner Hornklauseln. Aulerdem entféllt fiir Unitklauseln die Fragestellung, wel-
che Literale selektiert werden sollten, da das einzige evtl. vorhandene negative Literal
nach Selektionsregel immer selektiert ist. Da Unitklauseln nur eine spezielle, einfache
Form von Hornklauseln sind, miissen die bisherigen Uberlegungen nicht angepasst
werden. Da sich die Inferenzregeln jedoch teilweise stark vereinfachen, soll das In-
ferenzsystem H¢ noch einmal speziell fiir Unitklauseln und in einer Variante, bei
der die entstehenden Constraints nur auf Erfiillbarkeit {iberpriift und anschlieend
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aufgegeben werden, aufgestellt werden. Auflerdem sollen fiir diese neuen Inferenz-
systeme Redundanzkriterien und Simplifikationsregeln entwickelt werden.
5.2. Das Inferenzsystem Hy,

Das folgende Inferenzsystem Hey entspricht dem Inferenzsystem He speziell fiir
Unitklauseln mit Constraint.

Superposition:

l~r|N s&=t|3
sirlpt|slp=lAl>r N s>t ANs&t>l~r AXA D

falls

o der Constraint der Konklusion ist erfiillbar

o s|, ist keine Variable

Reflexivitits- Resolution:

s t|R falls
] e der Constraint s =t A N ist erfiillbar

BEMERKUNG 5 Man beachte, dass bei der Reflexivitéts-Resolution nun die Bedin-
gung, dass der Constraint der Konklusion erfiillbar ist, fiir die Korrektheit notig ist.
Dies liegt daran, dass nach Definition [J immer unerfiillbar sein und somit einen
erfiillbaren Constraint besitzen muss. Das Problem die leere Klausel zu erkennen
trat schon frither auf, wurde dort aber nicht im Inferenzsystem offensichtlich.

Es wird also ein Verfahren benétigt, dass entscheiden kann, ob der Constraint
erfiillbar ist. Wie in Abschnitt 3.3 vorgestellt, existieren solche Verfahren zwar, sollen
hier aber nicht néher betrachtet werden. Eine Losung des Problems ist es, nur den
Gleichheitsanteil des Constraints zu betrachten. Die Ordnungsbedingungen kénnen
jederzeit aufgegeben werden, da sie nur der Beschrankung des Suchraums dienen.
Auflerdem kann die Erfiillbarkeit eines reinen Gleichheitsconstraints leicht bestimmt
werden, da ein reiner Gleichheitsconstraint ndmlich genau dann unerfiillbar ist, wenn
er keinen Unifikator besitzt.

BEMERKUNG 6 Auch hier kann der bei der Superposition auftretende Constraint
slp=0 ANl>r N s>t N s>t>[~r leicht vereinfacht werden.

Ist s = t eine Ungleichung oder gilt p # A, so wird s =~ ¢t > [ ~ r von jeder
Substitution erfiillt, die den Constraint s, =1 A [ >r A s >t erfiillt, und kann
somit weggelassen werden. Ist hingegen s =~ ¢ eine Gleichung und gilt p = A, so
erfiillt eine Substitution, die s|, = [ erfiillt, genau dann s &~ ¢ > [ ~ r, wenn sie den
Constraint t > r erfiillt. Daher kann in diesem Fall s ~ ¢ > [ ~ r zu t > r vereinfacht
werden.
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SATZ 5 Sei Sy eine Menge von Unitklauseln ohne Constraint, das heifit eine Menge
von Unitklauseln mit allgemeingiiltigem Constraint T. Weiter sei S4 ein Abschluss
bis auf Redundanz der Menge Sy beziiglich Hey. Dann ist Sg genau dann erfiillbar,
wenn S4 nicht die leere Klausel enthalt.

BEWEIS Dies ist ein Spezialfall von Satz 4.

5.3. Redundanzkriterien und Simplifikationsregeln fiir H¢,

Im Folgenden sollen Redundanzkriterien und Simplifikationsregeln speziell fiir das
Inferenzsystem Heyy, also fiir Unitklauseln mit Constraint entwickelt werden. Dazu
wird vorher aber noch folgende Definition benétigt:

DEFINITION 2 Eine Klausel D | 3 ist relativ reduziert modulo einer Substitution 7
beziiglich einer Klausel C' | X genau dann, wenn fiir alle grundkonvergenten Redukti-
onssysteme R und fiir alle Substitutionen o gilt: Sind C-o und D-no Grundinstanzen
von C'| X und D | 3 und ist C-o an Substitutionspositionen nicht reduzierbar be-
ziiglich R, so ist auch D-no nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich
R.

BEeispIEL Im Folgenden soll zur Verdeutlichung dieser Definition gezeigt werden,
dass die Klausel D | 3= (z ~ g(y, f(y))) | * = a relativ reduziert modulo n = {y «
7()} beziiglich C | R = (2' =~ g(s/0)) | 2' = f(a) A of = f() ist.

Sei o eine beliebige Substitutition, fiir die C-c und D-no Grundinstanzen von
C | X und D | 3 sind, und R ein beliebiges grundkonvergentes Reduktionssystem.
Dann kommen die Terme aoc = a und f(2')o an Substitutionspositionen von D-no
vor und die Terme z'c und 1o an Substitutionspositionen von C-o. Zu zeigen ist
also, dass wenn 2/c und y'o nicht reduzierbar beziiglich R sind, auch a und f(z')o
nicht reduzierbar beziiglich R sind.

Sei ox = mgu(egpart(R)). Dann gilt 2’ox = f(a)ox und y'ox = f(2')or. Auller-
dem existiert eine Substitution fy mit 0 = Oy o ox. Damit gilt 2/oc = 2/onfp =
f(a)oxOx = f(a). Somit ist a nicht reduzierbar beziiglich R, da x’onfx = f(a) nicht
reduzierbar beziiglich R ist. Aulerdem gilt der Zusammenhang y'oc = y'onfx =
f(Z)oxOx = f(2')o. Also ist f(2')o nicht reduzierbar beziiglich R, da y'c nicht
reduzierbar beztiglich R ist.

Somit ist D | 3 wirklich relativ reduziert modulo 7 beziiglich C' | X.

Es ist leider sehr aufwéindig nachzupriifen, ob eine Klausel relativ reduziert modulo
einer Substitution beziiglich einer anderen Klausel ist. Deswegen ist es sinnvoll,
bereits fiir diesen Test ein hinreichendes Kriterium zu verwenden. Dazu soll die
im Beispiel verwendete Vorgehensweise formalisiert werden:

LEMMA 26 Seien C' | X und D | 3 zwei Klauseln und 7 eine Substitution. Sei
ox = mgu(egpart(R)) und o5 = mgu(egpart(3)) mit oy und o7 idempotent. Existiert
fiir alle z € var(D) ein y € var(C) mit zoan ist Teilterm von yoy, so ist D | J relativ
reduziert modulo 1 beziiglich C' | N.
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BEWEIS Sei R ein beliebiges grundkonvergentes Reduktionssystem und o eine belie-
bige Substitution, fiir die C-o und D-no Grundinstanzen von C' | X und D | 3 sind
und fiir die C-o an Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich R ist. Zu
zeigen ist dann, dass D-no nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R
ist.

Angenommen D-no ist reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R. Dann
gibt es eine Variable x € var(D), so dass zno keine Variable und reduzierbar beziig-
lich R ist. Da D-no Grundinstanz von D | 3 ist, erfiillt die Substitution o o 1 den
Constraint J und ist somit Instanz von o5, das heifit es existiert eine Substitution
05 mit 0 o n = 65 o 09. Da C-0 Grundinstanz von C' | X ist, existiert ebenso eine
Substitution fx mit o = Oy o ox.

Nach Voraussetzung gibt es eine Variable y € var(C) mit xoan ist Teilterm von
yor. Damit ist zogno ein Teilterm von yowo. Es gilt xoano = xoq0307 = zo907 =
zno und yono = yoxoxrbty = yopbfr = yo. Da zno also Teilterm von yo und zno
keine Variable und reduzierbar beziiglich R ist, ist yo keine Variable und reduzierbar
beziiglich R. Dies ist wegen y € var(C') aber ein Widerspruch dazu, dass C-o an
Substitutionspositionen nicht reduzierbar beziiglich R ist. O

BEISPIEL Wie oben gezeigt ist D | 3 = (z ~ g(y, f(y))) | = = a relativ reduziert
modulo n = {y « f(2')} beziiglich C' | X = (2’ ~ g(y/,a))) | ' =~ f(a) A ¢ =~ f(Z).
Dieses Beispiel soll hier erneut aufgegriffen werden und diesmal mit Hilfe von Lem-
ma 26 behandelt werden.

Es gilt ox = {2/ < f(a),y < f(2))} und 09 = {x < a}. Somit ist zoan = a
Teilterm von z'ox = f(a) und yoan = f(z') Teilterm von y'ox = f(2'). Also kann
Lemma 26 angewendet werden.

5.3.1. Klauseln mit unerfiillbarem Constraint

SATZ 6 Eine Klausel C' | X € S, wobei X ein unerfiillbarer Constraint ist, ist redun-
dant beziiglich S.

BEWEIS Da XN unerfiillbar ist, besitzt C' | X keine Grundinstanzen. Damit ist jede
Grundinstanz redundant beziiglich S und damit ist auch C' | X redundant beziiglich
S. 0

5.3.2. Tautologien

SATZ 7 Sei C' | X € S eine Klausel der Form s ~ ¢ | X und oy = mgu(egpart(R)).
Gilt soy = toy, so ist S | X redundant beziiglich S.

BEWEIS Sei C-o eine beliebige Grundinstanz von C' | X. Damit erfiillt ¢ den Cons-
traint X und ist somit Instanz von oyx. Damit gilt dann aber so = to. Also ist
C-0 = (s ~ t)-0 beziiglich der leeren Menge redundant. Damit ist C' | X redundant
beziiglich S. O

5.3.3. Subsumption

SATZ 8 Seien C | X und D | 3 zwei Klauseln aus S. Existiert eine Substitution 7
mit
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e Dn=C

e SubPos(D-n) # 0

e fiir jede Substitution o, die N erfiillt, erfiillt ¢ o  den Constraint 3
e D | 1 ist relativ reduziert modulo n zu C' | ®

so ist C' | X redundant beziiglich S. Man sagt dann D | 3 subsumiert C' | X.

BEWEIS Sei C-o eine beliebige Grundinstanz von C' | X. Da C-¢ Grundinstanz von
C' | N ist, erfiillt o den Constraint X, und nach Voraussetzung erfiillt somit o o n den
Constraint J. Damit ist D-no Grundinstanz von D | 3. Im Folgenden soll gezeigt
werden, dass C-o redundant beziiglich D-no ist.

Wegen C' = Dn gilt Co = Dno. Damit gilt fiir alle grundkonvergenten Reduk-
tionssysteme R trivialerweise R* = Co, falls R* = Dno. Da SubPos(D-n) # 0
und C = Dn gilt, gilt SubPos(D-no) O SubPos(C o). Zusammen mit Dno = Co
folgt C-0 > D-no. Da D | 3 relativ reduziert modulo n zu C | Y ist und C-o und
D-no Grundinstanzen von C' | X und D | 3 sind, ist D-no beziiglich jedes beliebigen
grundkonvergenten Reduktionssystems R nicht reduzierbar an Substitutionspositio-
nen, falls C'-o nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich R ist.

Also ist C-o wirklich redundant beziiglich D-no und ist damit redundant beziiglich
S. Da C-o als beliebige Grundinstanz von C' | X gewihlt wurde, ist somit C' | R
redundant beziiglich S. O

BEMERKUNG 7 Dieses Konzept ldsst sich noch verstérken. Seien C' | X und D | J
zwei Klauseln aus S und C besitze die Form u[s], ~ u[t],. Dann ist C' | X redundant

beziiglich S, falls D | 3 die Klausel s ~ ¢ | X subsumiert.

5.3.4. Variablen-Abstraktion

SATZ 9 Sei C' | X € S eine Klausel und p eine Position von C' mit C|, ist keine
Variable. Sei y eine neue Variable, also eine Variable, die in C' | X nicht vorkommt.
Ist Clylp | y = C|p, A X relativ reduziert modulo id beziiglich C' | X, so kann C' | X
zu Clylp | y = C|, A N simplifiziert werden.

BEwEIS Um zu zeigen, dass C | X zu Cly], | y = C|, A X simplifiziert werden kann,
muss gezeigt werden, dass C[y], | y = C|, A X eine logische Folgerung aus S ist und
dass C' | Rin SU{C[ylp | y = C|, N R} redundant ist.

Jede Grundinstanz von Cly], | y = C|, A Nist auch Grundinstanz von C' | R € S.
Somit folgt Cly], | y = C|, A Nlogisch aus S. Mit n := {y <« C|,} gilt offensichtlich
Clylpn = C und SubPos(Clyl,-n) = {p} # 0. AuBerdem ist nach Voraussetzung
Clylp | y = C|p AN RN relativ reduziert modulo id beziiglich C' | X und daher auch
relativ reduziert modulo n, da fir jede Substitution o, die y = C|, A X erfiillt,
no = ido gilt. Also subsumiert C[y], | ¥y = C|, A N die Klausel C' | X unter
Verwendung von 7. O

BEISPIEL Die Klausel C' | X := f(f(a,2),a) ~ y | y = f(a,z) kann mittels Va-
|y =

Y
riablenabstraktion zu D | 3 := f(z,a) ~ y = f(a,z) N z = f(a,z) sim-
plifiziert werden. Denn D | 3 ist relativ reduziert modulo id beziiglich C | X, da
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fiir alle Substitutionen o, die N und 3 erfiillen, die Mengen aller Terme, die an
Substitutionspositionen von C-o und D-ido auftreten, iibereinstimmen. Die Klausel
D | 3 kann dann weiter zu f(z,v) ~y |y = f(a,z2) A 2z = fla,x) A v =a
simplifiziert werden. Diese Klausel ist bis auf Variablenumbenennung &dquivalent zu
fly.v) =y ly = fla,z) A v=a.

5.3.5. Reduktions-Simplifikation

SATZ 10 Seien C' | R und D | 3 =1 ~ r | 3 zwei Klauseln aus S. Existiert eine
Position p und eine Substitution 7 mit

e Clp=1n

o [n>rn

o U~ Dn

e fiir jede Substitution 6, die XN erfiillt, erfiillt # o  den Constraint 3
e D | 1 ist relativ reduziert modulo n beziiglich C' | X

so kann C' | X = C[ln], | X zu C[ry], | N simplifiziert werden.

BEWEIS Um zu zeigen, dass C' | X zu C[rn], | X simplifiziert werden kann, muss
gezeigt werden, dass C[rn], | N eine logische Folgerung aus S ist und dass C' | X
beziiglich S U {C[rn], | X} redundant ist.

Zunéchst soll gezeigt werden, dass C[rn], | N eine logische Folgerung aus S ist.
Sei C[rn]y-o eine beliebige Grundinstanz von Clrn], | R. Der Constraint X wird
daher von o erfiillt. Nach Voraussetzung erfiillt dann o o 1 den Constraint J und
somit ist D-no eine Instanz von D | 3. Auflerdem ist C-o eine Instanz von C' | .
O.B.d. A. seien D-no und C-o Grundinstanzen. Offensichtlich folgt C[rn],-c aus
C-o und D-no = | ~ r-no. Damit folgt C[rn], | N aus S.

Zu zeigen bleibt, dass C' | R beziiglich S U {C[rn], | 8} redundant ist. Sei C-o
eine beliebige Grundinstanz von C' | R. Der Constraint X wird daher von o erfiillt.
Nach Voraussetzung erfiillt dann o o 7 den Constraint 3. Wegen C|, = In gilt
var(C) 2 wvar(ln) und wegen In > rn gilt var(ln) 2 var(rn). Damit sind C[rn],-o
und D-no Grundinstanzen von C[rn], | ® und D | 3. Dann ist C-o redundant
beziiglich D-no = (I ~ r)-no und C|rn],-o, denn:

e Gilt in einem beliebigen grundkonvergenten Reduktionssystem R* = (I ~ r)-no
und R* |= C[rn),-0, so gilt auch R* = Clin],-o.

e Es gilt C-0 > C[rn|,-0, da wegen In > rn die Beziehung C' = C|in], > Clrnl,
gilt. Da C' > Dn nach Voraussetzung gilt, ist C-o > D-no.

e Nach Voraussetzung ist D | 3 relativ reduziert beziiglich C' | X modulo 7.
Damit ist D-no nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich jedes
beliebigen grundkonvergenten Reduktionssystems R, falls C-o nicht reduzier-
bar an Substitutionspositionen beziiglich R ist. Wegen var(C[rn],) C var(C)
ist in diesem Fall ebenfalls C[rn],-c nicht reduzierbar an Substitutionspositio-
nen beziiglich R.
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Also ist C-o redundant beziiglich S U {C[rn], | R}. Somit ist auch C' | R redundant
beziiglich S U {C[rn], | N}. 0

5.4. Das Inferenzsystem H;,

Das folgende Inferenzsystem H;; entspricht dem Inferenzsystem Hey, wobei alle
Constraints direkt nach dem Auftreten auf Erfiillbarkeit gepriift und dann aufgege-
ben werden.
Superposition:

falls

I~r st o 0= mgu(slp, )
o der Constraint (I >r A s>t A
s~t>1[~r)o ist erfiillbar

o s|p ist keine Variable

Reflexivitits- Resolution:

st falls

| e s und t sind unifizierbar

SATZ 11 Sei Sj eine Menge von Unitklauseln ohne Constraint und S4 ein Abschluss
bis auf Redundanz der Menge Sy beziiglich H;,. Dann ist Sy genau dann erfiillbar,
wenn Sy nicht die leere Klausel enthilt.

BEWEIS Dies ist ein Spezialfall von Satz 4.

5.5. Redundanzkriterien und Simplifikationsregeln fiir H;,

Im Folgenden sollen Redundanzkriterien und Simplifikationsregeln speziell fiir das
Inferenzsystem Hyy, also fiir Unitklauseln ohne Constraint entwickelt werden.

LEMMA 27 Eine Grundunitklausel C-o ist redundant beziiglich einer Menge S von
Unitklauseln ohne Constraint, falls es Grundinstanzen D16, ..., D,-c von Klauseln
Dy, ..., D, aus S gibt, so dass fiir alle grundkonvergenten Reduktionssysteme R gilt:

o Gilt R* = D;-0,...Dy,-0, so gilt auch R* = C-0o.

e Co-D;0firl<i<n

BEWEIS Sei R ein beliebiges grundkonvergentes Reduktionssystem und z6’ := z6| g
fiir alle x € dom(6). Fiir alle 1 < i < n ist D;-0’ eine Grundinstanz von D;, da D;
keinen Constraint besitzt. Dann gilt:
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e Gilt R* = D1-¢,...D,-¢, so gilt auch R* = D;-0,...D,-6 nach Definition
von ¢'. Nach Voraussetzung gilt damit auch R* = C'o.

[ C'O’%DZ‘-9>-DZ‘-0/ firl<i<n

e Di-0/,...,D,-0" sind nicht reduzierbar an Substitutionspositionen beziiglich
R.

Damit ist C-o redundant beziiglich Dy-¢’, ... D,-6’ und beziiglich R. Da R beliebig
gewéhlt war, ist damit C-o redundant beziiglich S. O

5.5.1. Tautologien

SaTz 12 Sei C' € S eine Klausel der Form s ~ s. Dann ist C redundant beziiglich
S.

BEWEIS Sei C-o eine beliebige Grundinstanz von C. C-o = (s =~ s)-0 ist beziiglich
der leeren Menge redundant. Damit ist C' redundant beziiglich S. O

5.5.2. Subsumption

SATZ 13 Seien C' und D zwei Klauseln aus S. Existiert eine Substitution n mit
Dn = C und SubPos(D-n) # ) so ist C redundant beziiglich S.

BEWEIS Sei C'-o eine beliebige Grundinstanz von C'. Damit ist D-no Grundinstanz
von D. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass C-o redundant beziiglich D-no ist.

Wegen C = Dn gilt Co = Dno. Damit gilt fiir alle grundkonvergenten Redukti-
onssysteme R trivialerweise R* = Co, falls R* = Dno. Da SubPos(D-n) # () und
C = Dn gilt, gilt SubPos(D-no) D SubPos(C-0). Zusammen mit Dno = Co folgt
C-.0c = D-no.

Nach Lemma 27 ist C-o redundant beziiglich S. Da C-o als beliebige Grundinstanz
von C' gewéhlt wurde, ist somit C' redundant beziiglich S. O

5.5.3. Reduktions-Simplifikation

SATZ 14 Seien C und D =1 ~ r zwei Klauseln aus S. Existiert eine Position p und
eine Substitution n mit

e Clp=1n
o [n>rn
e C>Dn

so kann C = Clin], zu Clrn)|, simplifiziert werden.

BEwEIS Um zu zeigen, dass C' zu Crn)|, simplifiziert werden kann, muss gezeigt
werden, dass C[rn], eine logische Folgerung aus S ist und dass C' beziiglich S U
{C[rn]p} redundant ist.

Zunichst soll gezeigt werden, dass C[rn], eine logische Folgerung aus S ist. Sei
Clrn)p-o eine beliebige Grundinstanz von C[rn],. O.B.d. A. seien D-no und C-o

59



Grundinstanzen von D und C. Offensichtlich folgt C[rn],-c aus C-oc und D-no =
(I ~ r)-mo. Damit folgt C[rn], aus S.

Zu zeigen bleibt, dass C beziiglich SU{C[rn],} redundant ist. Sei C-o eine beliebige
Grundinstanz von C. Wegen C|, = In gilt var(C) D var(ln) und wegen In > rn gilt
var(ln) 2 var(rn). Damit sind C[rn]y-c und D-no Grundinstanzen von C[rn], und
D. Nach Lemma 27 ist dann C-o redundant beziiglich .S U {C[rn],}, denn:

e Gilt in einem beliebigen grundkonvergenten Reduktionssystem R* = (I ~ r)-no
und R* = C[rn]y 0, so gilt auch R* = C|in),-0.

e Es gilt C-0 > C[rn|,-0, da wegen In > rn die Beziehung C' = C|in], > Clrnl,
gilt. Da C > Dn nach Voraussetzung gilt, ist C-o > D-no.

Da C'o als beliebige Grundinstanz von C' gewéhlt wurde, ist somit auch C' redundant
beziiglich S U {C[rn], | N}. 0

5.6. Hinreichender Unerfillbarkeitstest fiir Constraints

Die Frage, ob ein allgemeiner Constraint erfiillbar ist, ist nicht leicht zu beantwor-
ten. Besteht der Constraint nur aus atomaren Gleichheitsconstraints, so handelt
es sich dabei um ein reines Unifikationsproblem, das mit den bekannten Metho-
den gelost werden kann. Verwendet man jedoch zusétzlich Ordnungsconstraints, ist
die Antwort zum einen abhéngig von der Reduktionsordnung, die fiir die Inter-
pretation der Ordnungsconstraints verwendet wird und zum anderen als NP-hart
nachgewiesen (fiir die LPO z.B. in: [Nie93]). Es ist jedoch an vielen Stellen im
System sinnvoll, Constraints auf Erfiillbarkeit zu priifen. Zum einen gibt es einige
Inferenzregeln mit Erfiillbarkeitsbedingungen fiir Constraints und zum anderen ein
Redundanzkriterium, das besagt, dass Klauseln mit unerfiillbarem Constraint kei-
ne Grundinstanzen repréisentieren und somit nicht weiter betrachtet werden miissen
(sieche Abschnitt 5.3.1). Um dies zu ermdglichen, ist es niitzlich, méglichst effizient
und unabhéngig von der verwendeten Reduktionsordnung unerfiillbare Constraints
zu erkennen. Ein Entscheidungsverfahren ist jedoch nicht notwendig, da es durchaus
erlaubt ist, Klauseln mit unerfiillbarem Constraint beizubehalten. Fiir die Reflexi-
vitdts-Resolution, fiir die ein Entscheidungsverfahren notwendig wére, reicht es (wie
in Bemerkung 5 erldutert) den Gleichheitsanteil des Constraints zu priifen.

Es gibt einige hinreichende Kriterien, mit denen effizient die Unerfiillbarkeit ei-
nes Constraints nachgewiesen werden kann. In wenigen Féllen kann damit auch die
Erfiillbarkeit nachgewiesen werden, man erhélt jedoch kein Entscheidungsverfahren.
Diese Kriterien beruhen auf den Eigenschaften, die alle Reduktionsordnungen nach
Definition haben miissen. Dazu zdhlen die in Abschnitt 1.5 vorgestellten allgemei-
nen Eigenschaften von Partialordnungen (Irreflexivitit, Antisymmetrie und Transi-
tivitdt) sowie die speziellen Eigenschaften von Reduktionsordnungen (insbesondere
Vertriiglichkeit mit der Termstruktur).

Diese Kriterien kénnen dazu genutzt werden, die Unerfiillbarkeit von Constraints
nachzuweisen (siehe [Sch04]), aber auch dazu, Constraints zu vereinfachen, indem
atomare Constraints, die immer erfiillt sind oder die aus anderen atomaren Cons-
traints folgen, entfernt werden. Die daraus entstehenden Constraints sind zu den
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urspriinglichen Constraints dquivalent und kénnen diese somit ersetzen. Beispiels-
weise kann der Constraint s >t A t > u A u > s leicht als unerfiillbar nachgewiesen
werden, da mit der Transitivitdt von > die unerfiillbare Beziehung s > s gefolgert
werden. Wire der dritte atomare Constraint s > wu statt u > s, so wire dieser {iber-
fliissig, da er wegen der Transitivitdt bereits in s > t A ¢ > u enthalten ist und
konnte somit entfernt werden.

Konkret funktioniert das Losungs- und Vereinfachungsverfahren folgendermafien:
es wird eine Menge von atomaren Constraints aus allen Ordnungsconstraints erstellt,
zu der anschlieffend auch Beziehungen zwischen Teiltermen hinzugefiigt werden. So
wird beispielsweise die Beziehung f(b) > b hinzugefiigt, falls der Term f(b) im
Constraint auftritt. Dann wird ein transitiver Abschluss gebildet und anschliefend
wird anhand der konkreten Reduktionsordnung iiberpriift, ob die einzelnen atoma-
ren Constraints erfiillbar sind. Entstehen in diesem Prozess widerspriichliche atomare
Constraints (also beispielsweise a > b und b < a) oder wird ein atomarer Constraint
als unerfiillbar erkannt, so ist der gesamte Constraint als unerfiillbar nachgewiesen.
Wenn ein atomarer Constraint des urspriinglichen Constraints aus anderen atoma-
ren Constraints hergeleitet werden kann (beispielsweise mittels Transitivitét), so ist
der urspriingliche atomare Constraint iiberfliissig und wird entfernt. Dabei wird si-
cher gestellt, dass keine Zykel auftreten, so dass ein atomarer Constraint sich selbst
iiberfliissig machen konnte.

Eine detaillierte Beschreibung dieses Verfahrens und weitere Ideen fiir Verbesse-
rungen finden sich auch in [Sch04].

5.7. Hauptschleife

Das System arbeitet mit einer Variante der WALDMEISTER-Loop (siehe [HLO02]).
Es existieren zwei Mengen, die Menge der aktiven Klauseln A und die Menge der
passiven Klauseln P. Die Menge A entspricht hierbei der oben verwendeten Klausel-
menge S, also der Menge, die durch Ziehen von Inferenzen immer mehr angereichert
wird. Es wird versucht diese Menge moglichst einfach und klein zu halten. Daher
werden moglichst viele — auch sehr aufwéndige — Tests durchgefiihrt, um festzustel-
len, ob eine Klausel aus A redundant ist. Die Menge P dient der Auswahl der als
néichstes zu ziehenden Inferenz. Sie enthilt alle Konklusionen der in A ziehbaren
Superpositions-Inferenzen in komprimierter Form. Aus diesen wird die als néchstes
zu A hinzuzufiigende Klausel ausgewahlt.

Diese Auswahl geschieht mit Hilfe dreier Warteschlangen. Zunéchst gibt es eine
bevorzugte Warteschlange. Ist diese nicht leer, so wird die Klausel ausgewéhlt, die
sich am ldngsten in ihr befindet. Die bevorzugte Warteschlange enthélt zu Beginn
die Axiome und die negierte Konklusion. Sie kann jedoch auch wéhrend des Pro-
grammlaufs mit als besonders wichtig erachteten Klauseln gefiillt werden. Neben
dieser bevorzugten Warteschlange existiert je eine Warteschlange fiir Klauseln, die
aus einem positiven Literal bestehen, und Klauseln, die aus einem negativen Literal
bestehen. Die Klauseln in diesen Warteschlangen besitzen ein nach einer konfigurier-
baren Heuristik festgelegtes Gewicht. Es wird jeweils die Klausel mit dem geringsten
Gewicht aus der Warteschlange gewéhlt. Sind beide Warteschlangen nicht leer, wird
pro 5 Klauseln, die aus einem positiven Literal bestehen, eine Klausel ausgewéhlt,
die aus einem negativen Literal besteht. Sind alle drei Warteschlangen leer, so muss
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keine weitere Inferenz mehr gezogen werden. Befindet sich dann die leere Klausel in
A, so ist die Behauptung bewiesen, ansonsten gilt die Behauptung nicht.

Fiir die Berechnung des Gewichtes einer Klausel mit Constraint s &~ ¢ | X wird
folgende Heuristik verwendet: Das Gewicht eines Terms ist durch die Anzahl der
Funktions- und Variablensymbole in ¢ gegeben. Darauf aufbauend ist das Gewicht
eines Literals s =~ ¢, eines atomaren Ordnungsconstraints s > t oder eines atomaren
Gleichheitsconstraints s = ¢t die Summe der Gewichte von s und ¢. Schlieflich setzt
sich das Gewicht der Klausel s &~ ¢ | N zusammen aus:

e 5 mal das Gewicht von so = to, wobei o := mgu(egpart(RX))
e 2 mal das Gewicht der atomaren Ordnungsconstraints aus N

e —2 mal das Gewicht der atomaren Gleichheitsconstraints aus N

Das Gewicht der Klausel f(g(a,z)) ~y |x = f(b),y > aist also z.B. 5% (5+1)+2x
(141)—2%(1+2) = 28. Diese Heuristik entstand aufgrund weniger Experimente. Es
ist wahrscheinlich mdglich, durch weitere Experimente bessere Heuristiken zu finden.

Die extrem gute Konfigurierbarkeit der Hauptschleife ergibt sich daraus, dass sie
iiber 4 verschiedene Steckpldtze verfiigt, an denen frei konfigurierbare Funktionen
aufgerufen werden konnen, die dazu dienen, Inferenzen und Redundanzkriterien um-
zusetzen (siehe Abbildung 5.1).

A

4

Abbildung 5.1.: Struktur der Hauptschleife

1. Beim Auswahlen einer Klausel aus P dienen die konfigurierbaren Funktio-
nen dazu, die ausgewihlte Klausel moglichst stark zu vereinfachen und wenn
moglich sogar als redundant beziiglich A nachzuweisen. Die hier verwendeten
Funktionen entsprechen also hauptséichlich den vorgestellten Simplifikations-
regeln und Redundanzkriterien.

2. Nach dem Auswéhlen einer Klausel aus P wird versucht, die Klauseln aus A mit
Hilfe der ausgewéhlten Klausel zu vereinfachen und evtl. sogar als redundant
nachzuweisen.

3. Nach dem Einfiigen der neuen Klausel in A werden an dieser Stelle die Kon-
klusionen aller Inferenzen bestimmt, die zwischen der neuen Klausel und den
Klauseln aus A ziehbar sind.
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4. Die im dritten Schritt erzeugten Klauseln werden vor dem Einfiigen in P ver-
einfacht und es wird versucht, sie als redundant nachzuweisen. Das Vereinfa-
chen erlaubt das Bestimmen sinnvollerer Gewichte und verbessert damit die
Heuristik. Wird eine Klausel bereits hier als redundant erkannt, so wird fiir
P weniger Speicherplatz benétigt. Es sind also Rechenzeit gegeniiber einer
verbesserten Heuristik und Speicherplatzbedarf abzuwédgen. Daher werden an
dieser Stelle im Allgemeinen weniger aufwindige Tests als im ersten Schritt
durchgefiihrt.

5.8. Umsetzungen

Fiir die Messungen sollen eine Umsetzung des Inferenzsystems H;; und verschie-
dene Konfigurationen einer Umsetzung von Hgy miteinander verglichen werden.
Die Umsetzungen unterscheiden sich im Wesentlichen darin, welche Funktionen von
der Hauptschleife aufgerufen werden. Die Umsetzungen von Heys verwenden sogar
die selben Funktionen und unterscheiden sich nur in der Konfiguration einer dieser
Funktionen. Insgesamt werden folgende Umsetzungen verwendet:

Volle Constraints (VC) Eine Umsetzung von Hcy, die sowohl mit Ordnungs- als
auch mit Gleichheitsconstraints arbeitet.

Gleichheitsconstraints (GC) Eine Umsetzung von Hey, die den Ordnungsanteil der
Constraints sofort aufgibt, und somit nur Gleichheitsconstraints verwendet.

Referenz (REF) Die Umsetzung von Hys. Diese Umsetzung verwendet keine Cons-
traints, da auch das Inferenzsystem Hy, keine Constraints verwendet.

5.8.1. Umsetzungen von H¢y,

Die in den Umsetzungen von H¢y in der Hauptschleife verwendeten Funktionen
(vergleiche Abbildung 5.1) sollen nun genauer vorgestellt werden.

1. Beim Auswéihlen einer Klausel aus P wird zunéchst eine Normalform ihres
Constraints gebildet und die Erfiillbarkeit des Constraints mit Hilfe des in
Abschnitt 5.6 vorgestellten Verfahrens iiberpriift. Ist der Constraint nicht un-
erfiillbar, so werden moglichst viele Variablen abstrahiert.

Der Constraint der neu entstandenen Klausel wird danach moglichst stark
vereinfacht. Dabei werden zunéchst Variablen, die der Constraint miteinander
identifiziert, zu einer einzigen Variable zusammengefasst. Weiterhin werden
Gleichheitsconstraints, die eine in der Klausel sonst nicht vorkommende Va-
riable an einer Term binden, und Ordnungsconstraints, die nur Variablen ent-
halten, die sonst nicht in der Klausel vorkommen, aufgegeben. Das Aufgeben
der Gleichheitsconstraints ist hierbei sicher, das Aufgeben der Ordnungscons-
traints entspricht jedoch nur einer Heuristik, die durch weitere Untersuchun-
gen wahrscheinlich verbessert werden kann. Je nach Konfiguration werden bei
diesem Vereinfachen des Constraints zusétzlich evtl. alle Ordnungs- bzw. alle
Gleichheitsconstraints entfernt. Im Anschluss daran wird versucht, die Klausel
zu orientieren.
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Dann wird die resultierende Klausel nach Moglichkeit mittels Reduktions-Sim-
plifikation (siche Abschnitt 5.3.5) simplifiziert. Da sich diese Methode in der
Praxis als sehr méichtig erwiesen hat, wird versucht, durch teilweise Aufga-
be des Constraints die Bedingungen fiir diese Simplifikation zu erfiillen. Dazu
werden Teile des Gleichheitsanteils des Constraints in die Klausel gezogen,
damit evtl. besser ein Match gefunden werden kann, oder Teile des Ordnungs-
anteils aufgegeben, damit die vierte Bedingung hinsichtlich der Erfiillbarkeit
der Constraints erfiillt werden kann. Allerdings wird die vierte Bedingung nur
durch einen hinreichenden Test iiberpriift, ebenso wie die fiinfte Bedingung,
die relative Reduziertheit (siche Lemma 26). Nach diesem Schritt wird erneut
der Constraint normalisiert und vereinfacht sowie eine Variablenabstraktion
durchgefiihrt.

Im Anschluss wird iiberpriift, ob die entstandene Klausel eine Tautologie (siehe
Abschnitt 5.3.2) ist, indem gepriift wird, ob ihr Constraint unerfiillbar ist oder
ob die zwei Seiten einer Gleichung durch den Constraint unifiziert werden.

Darauthin wird festgestellt, ob die Klausel von einer der bereits in den aktiven
Klauseln enthaltenen Klausel subsumiert wird (siehe Abschnitt 5.3.3) und die
Klausel gegebenenfalls geloscht.

Falls es sich bei der neuen Klausel um eine Ungleichung handelt, wird iiber-
priift, ob mit dieser Klausel das Beweisziel bereits erreicht wurde. Dies ge-
schieht, indem versucht wird, mit Hilfe der Inferenzregel Reflexivitits-Resolu-
tion die leere Klausel herzuleiten.

2. Nun wird versucht, die bereits in A enthaltenen Klauseln mit der aus P ausge-
wihlten Klausel zu interreduzieren, das heiflt zu simplifizieren oder als redun-
dant nachzuweisen. Dazu werden die Subsumption und Reduktions-Simplifika-
tion wie unter 1. beschrieben angewandt, jedoch in umgekehrter Richtung. Das
heifit, es wird iiberpriift, ob die neue Klausel eine der bereits in A enthaltenen
Klauseln subsumiert oder simplifiziert.

3. Das Einfiigen einer Klausel in die Menge A der aktiven Klauseln fithrt dann
dazu, dass entsprechend der in Abschnitt 5.2 vorgestellten Inferenzregel Su-
perposition neue Klauseln erzeugt werden.

4. Jede im dritten Schritt mittels Superposition erzeugte Klausel wird nun in P
eingefiigt. Dazu wird die Klausel zunéchst analog zum ersten Schritt simpli-
fiziert und auf Redundanz iiberpriift. Im Gegensatz zum ersten Schritt wird
jedoch aus Zeitgriinden auf den Test verzichtet, ob die Klausel subsumiert
wird. Zuletzt wird iiberpriift, ob eine Reflerivitits-Resolution anwendbar ist
und anderenfalls wird die Klausel in eine der Warteschlangen von P eingefiigt.

5.8.2. Umsetzung von Hy,

Die Umsetzung von Hy ist den Umsetzungen von Hey sehr dhnlich, verwendet
aber die stirkeren Redundanzkriterien aus Abschnitt 5.5. Auflerdem entfallen alle
Schritte, die sich lediglich auf den Constraint beziehen, wie beispielsweise die Varia-
blenabstraktion. Die Schritte der Hauptschleife sehen dann folgendermafien aus:
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1. Beim Auswihlen einer Klausel aus P wird zunéchst versucht, die Klausel nach
Mboglichkeit mittels Reduktions-Simplifikation (siche Abschnitt 5.5.3) zu sim-
plifizieren.

Im Anschluss wird iiberpriift, ob die entstandene Klausel eine Tautologie (siehe
Abschnitt 5.5.1) ist, indem gepriift wird, ob die zwei Seiten einer Gleichung
syntaktisch dquivalent sind.

Darauthin wird festgestellt, ob die Klausel von einer der bereits in den aktiven
Klauseln enthaltenen Klausel subsumiert wird (sieche Abschnitt 5.5.2) und die
Klausel gegebenenfalls geloscht.

Falls es sich bei der neuen Klausel um eine Ungleichung handelt, wird {iber-
priift, ob mit dieser Klausel das Beweisziel bereits erreicht wurde. Dies ge-
schieht, indem versucht wird, mit Hilfe der Inferenzregel Reflexivitits-Resolu-
tion die leere Klausel herzuleiten.

2. Nun wird versucht, die bereits in A enthaltenen Klauseln mit der aus P ausge-
wéihlten Klausel zu interreduzieren, das heiflt zu simplifizieren oder als redun-
dant nachzuweisen. Dazu werden die Subsumption und Reduktions-Simplifika-
tion wie unter 1. beschrieben angewandt, jedoch in umgekehrter Richtung. Das
heiflt, es wird {iberpriift, ob die neue Klausel eine der bereits in A enthaltenen
Klauseln subsumiert oder simplifiziert.

3. Das Einfiigen einer Klausel in die Menge A der aktiven Klauseln fiithrt dann
dazu, dass entsprechend der in Abschnitt 5.4 vorgestellten Inferenzregel Su-
perposition neue Klauseln erzeugt werden.

4. Die im 3. Schritt mittels Superposition erzeugten Klauseln werden nun in P
eingefiigt. Dabei wird zun#chst wie unter 1. festgestellt, ob die Klausel eine
Tautologie ist. Anschliefend wird {iberpriift, ob eine Reflexivitdts-Resolution
anwendbar ist und dann wird die Klausel in eine der Warteschlangen von P
eingefiigt.
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6. Ergebnisse der Vergleichsmessungen

6.1. Versuchsbeschreibung

Fiir die Messungen wurden 192 Probleme aus der TPTP 2.2.0 [SS99] verwendet. Die
Auswahl der Probleme wurde so getroffen, dass sie zwar unterschiedlich schwere Pro-
bleme enthilt, aber jedes Problem von zumindest einer Umsetzung innerhalb eines
Zeitlimits von 15 Minuten gelost werden konnte. Die Messungen wurden durchge-
fithrt auf Intel Pentium III 1 GHz Maschinen mit 4 GB Arbeitsspeicher.

Dabei konnten 94 dieser Probleme von allen Umsetzungen innerhalb des Zeitli-
mits gelost werden. In Tabelle 6.1 ist eingetragen, wie viele der Probleme von den
unterschiedlichen Umsetzungen gelost werden konnten. Die genauen Messergebnisse
sind in Anhang A aufgelistet.

’ Umsetzung | geléste Probleme

GC 105
VC 102
REF 191

Tabelle 6.1.: Anzahl der gelosten Probleme

Um einen objektiven Vergleich der verschiedenen Umsetzungen zu erméglichen,
ist es notwendig, Kriterien zu finden, mit denen sich Aussagen iiber die Qualitét
des verwendeten Inferenzsystems und der Heuristik treffen lassen. Die reine Lauf-
zeit ist daher ungeeignet, da sie mehr Aussagen iiber die Implementierung als iiber
das zu testende Inferenzsystem zulésst. Besser geeignet ist die Zahl der Iterationen
der Hauptschleife, die eine ungefihre Abschitzung des Aufwandes ermdoglicht. Da es
Ziel der Verwendung von Constraints ist, die Erzeugung von Klauseln einzuschréin-
ken, wird die Gesamtzahl der erzeugten Klauseln als zusétzliches Vergleichskriteri-
um erfasst. Zudem stehen bei den verschiedenen Umsetzungen unterschiedlich starke
Redundanzkriterien zur Verfiigung. Diese Kriterien sind entscheidend dafiir, welche
erzeugten Klauseln weiter betrachtet, das heifit in P eingefiigt werden miissen. Daher
ist es auch interessant, die Gesamtzahl der in P eingefiigten Klauseln zu betrachten.

Es ergeben sich daher die folgenden Vergleichskriterien:

e Hauptschleifeniterationen
e erzeugte Klauseln
e in P eingefiigte Klauseln

Beim Vergleich zweier Umsetzungen sollen jeweils nur die Probleme beriicksichtigt
werden, die innerhalb des Zeitlimits von beiden Umsetzungen gelost werden konnten.
Tabelle 6.2 zeigt, wie viele Probleme jeweils in den Vergleich zweier Konfigurationen
eingehen.
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’ Vergleich ‘ Probleme

REF - GC 104
REF - VC 102
GC-VC 94

Tabelle 6.2.: Anzahl der bei den Vergleichen beriicksichtigten Probleme

6.2. Auswertung der Messergebnisse

Im Folgenden sollen die Umsetzungen, die Constraints verwenden, also GC und VC,
jeweils mit der Referenz REF sowie untereinander verglichen werden. Dazu wird
fiir jedes Vergleichskriterium ein Diagramm erstellt, in dem fiir jedes von beiden
Umsetzungen geloste Problem der Wert der einen Umsetzung auf der Abszisse und
der Wert der zu vergleichenden Umsetzung auf der Ordinate eingetragen wird. Je-
der Punkt, der oberhalb der ersten Winkelhalbierenden liegt, repréasentiert daher
ein Problem, das in Bezug auf das Vergleichskriterium bei der auf der Abszisse ein-
getragenen Umsetzung einen niedrigeren und damit besseren Wert erzielt als bei
der auf der Ordinate eingetragenen Umsetzung. Umgekehrt représentieren Punkte
unterhalb der Winkelhalbierenden Probleme, bei denen die Umsetzung auf der Or-
dinate besser ist. Zur Orientierung ist daher die erste Winkelhalbierende ebenfalls
in die Diagramme eingetragen. Die beiden Achsen sind dabei logarithmisch skaliert.

6.2.1. Gleichheitsconstraints

Vergleicht man die Umsetzung, die nur Gleichheitsconstraints verwendet (GC), mit
der Referenz (REF), so féllt auf, dass in allen drei Diagrammen die Mehrzahl der
Punkte oberhalb der Diagonalen liegt (sieche Abbildung 6.1). Das heifit, dass die
Verwendung von Gleichheitsconstraints in den meisten Fillen weder hinsichtlich der
Hauptschleifeniterationen noch hinsichtlich der erzeugten oder der in P eingefiigten
Klauseln einen Vorteil bringt.

Interessant sind jedoch einige Ausreifier, die unterhalb der Diagonalen liegen, ins-
besondere bei der Zahl der erzeugten Klauseln: Die beiden Probleme ROBO013-1
und RNGO021-6 zeigen deutlich bessere Werte bei der Verwendung von Gleichheits-
constraints. Dies kénnte daran liegen, dass bei diesen Problemen besonders stark mit
Assoziativitit und Kommutativitit gearbeitet wird. Mit Assoziativitdt und Kommu-
tativitdt konnen besonders viele Superpositions-Inferenzen gezogen, also viele Klau-
seln generiert werden. Durch Verwendung von Gleichheitsconstraints ist es moglich,
dies einzuschrianken, da die Anzahl der Positionen reduziert wird, an denen das Zie-
hen von Superpositions-Inferenzen nétig ist. Bei allen von GC gelésten Problemen
mussten im Durchschnitt nur 70% der Positionen der in A eingefiigten Klauseln fiir
Superpositions-Inferenzen beriicksichtigt werden. Es zeigt sich, dass dieser Anteil
der Positionen mit zunehmender Anzahl der Hauptschleifeniterationen auf bis zu
ca. 50% sinkt.

Diese Ergebnisse sind ermutigend, wie aber die Messergebnisse zeigen, wirkt sich in
der benutzten Umsetzung die Verwendung von Gleichheitsconstraints meist negativ
aus. Dies kann man zum Teil darauf zuriickfithren, dass haufig zu einer aktivierten
Klauseln eine bereits zuvor aktivierte Klausel existiert, die sich lediglich darin un-
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Abbildung 6.1.: Vergleich Referenz mit Gleichheitsconstraints

terscheidet, an welchen Positionen Inferenzen gezogen werden miissen. Das heifit,
dass die Klauseln sich darin unterscheiden, welche Teile der Klausel iiber den Cons-
traint gegeben sind. Hier sind zwei Situationen zu unterscheiden. Einerseits kann
eine Klausel zusétzliche Teile in den Constraint ausgelagert haben wie beispielswei-
se bei C':= f(z,b) ~c|x=aund D := f(z,y) ~c| 2z =a A y=b. In diesem Fall
subsumiert die Klausel D die Klausel C. Es ist jedoch auch mdoglich, die zusétzlichen
atomaren Constraints von D aufzugeben. In der Praxis kann die Subsumption von
C' dazu fithren, dass viele der von D neu erzeugten Klauseln bereits mit schwéche-
rem Constraint von C' erzeugt wurden. Es ist somit eine Wahl zwischen schwécheren
Constraints und zusétzlichem Aufwand fiir das Erzeugen der Klauseln zu treffen.
Sind zumindest teilweise disjunkte Teile ausgelagert wie z.B. in f(z,b) ~c |z =a
und f(a,y) ~ ¢ | y = b, so muss noch nach geeigneten Strategien gesucht wer-
den, die Klauseln zusammenzufassen und gemeinsam zu behandeln. Bei allen von
GC gelosten Problemen traten durchschnittlich 5% der aktivierten Klauseln in die-
sem Sinne bereits auf. Mit zunehmender Anzahl der Hauptschleifeniterationen steigt
dieser Wert auf bis zu 27%.

Das schlechte Ergebnis bei der Verwendung von Gleichheitsconstraints muss aber
noch andere Ursachen besitzen. Dies konnten zum Beispiel die gegeniiber der Refe-
renz-Umsetzung abgeschwichten Redundanzkriterien, ungiinstige Heuristiken, aber
leider auch prinzipielle Probleme von Gleichheitsconstraints sein.
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Die vielen Positionen, die bei der Verwendung von Gleichheitsconstraints nicht fiir
Inferenzen beriicksichtigt werden miissen, deuten dennoch auf ein grofies Potenzial
der Verwendung von Gleichheitsconstraints hin. Weitere Untersuchungen miissen
zeigen, ob die dabei auftretenden Probleme gelést werden kénnen.

6.2.2. Volle Constraints
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Abbildung 6.2.: Vergleich Referenz
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Abbildung 6.3.: Vergleich Gleichheitsconstraints mit vollen Constraints

Beim Vergleich der Referenz (REF) mit der Umsetzung, die sowohl Gleichheits- als
auch Ordnungsconstraints verwendet (VC), féllt auf, dass sich auch diese Umsetzung
wesentlich schlechter als die Referenz verhilt (siche Abbildung 6.2). Es gibt zwar
einige Probleme, bei denen der Einsatz von vollen Constraints einen Vorteil bringt,
bei den allermeisten Problemen sind aber sowohl mehr Hauptschleifeniterationen als
auch mehr erzeugte Klauseln notig.

Interessant ist, dass sich — wie Abbildung 6.3 zeigt — die Umsetzung, die nur Gleich-
heitsconstraints (GC) verwendet, und die Umsetzung VC kaum in ihrem Verhalten

70



unterscheiden. Anscheinend bestimmen also vorallem die Gleichheitsconstraints das
Verhalten von VC. Diese Aussage muss jedoch relativiert werden, da sie im Kontext
der verwendeten Heuristik zu sehen ist, die Klauseln mit Gleichheitsconstraints be-
vorzugt und Klauseln mit Ordnungsconstraints benachteiligt. Dennoch ist dies eine
interessante Beobachtung, die zu genauerer Untersuchung einléadt.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Superpositionskalkiil fiir Hornklauseln mit Constraints
vorgestellt und dessen Vollstdndigkeit bewiesen. Weiterhin wurden fiir den Unit-
klausel-Fall Redundanzkriterien entwickelt. Anhand mehrerer Umsetzungen wurden
erste Messungen fiir den Unitklausel-Fall durchgefiihrt.

Aus der Auswertung der Messergebnisse geht hervor, dass die Verwendung von
Constraints nicht nur die erhofften Verbesserungen nicht bringt, sondern sogar zu ei-
ner deutlichen Verschlechterung gegeniiber der Referenzumsetzung ohne Constraints
fiihrt.

Betrachtet man jedoch die Ergebnisse fiir die Referenz, so fallt auf, dass diese im
Vergleich zu den Leistungen anderer Systeme, die beispielsweise mit Unfailing Com-
pletion arbeiten (siehe [BDP89]), sehr schlecht sind. Einer der Griinde hierfiir kénnte
sein, dass fiir die Anwendung einer Reduktions-Simplifikation (vgl. Abschnitt 5.3.5)
die Bedingung C' > Dn erfiillt sein muss. Diese Bedingung verhindert oft die Simpli-
fikation an einer Position, die auf die linke oder rechte Seite des Literals verweist, aus
dem C' besteht. Solche Simplifikationen sind bei Unfailing Completion jedoch mit
kleinen Einschrinkungen erlaubt. Entfernt man den Test auf die stérende Bedingung
C > Dn aus der Referenzumsetzung, so zeigt sich fiir die entstehende Umsetzung
SIMP (siche Abbildung 7.1) eine deutliche Verbesserung. Ahnliche Verbesserungen
zeigen sich auch fiir die anderen Umsetzungen.
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Abbildung 7.1.: Vergleich Referenz und Referenz mit verstiarkter Simplifikation

Wie man sieht, ergibt sich hier ein interessantes Gebiet fiir weitere Verbesserungen
der Leistungsfihigkeit des Superpositionskalkiils. Dazu miisste versucht werden, die
Vollstandigkeit des Verfahrens mit einem erweiterten Redundanzbegriff, der solche
Simplifikationsschritte zulésst, zu zeigen. Dass dies zumindest fiir den Unitklausel-
Fall moglich ist, legt die Vollsténdigkeit der Unfailing Completion nahe.
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Auch die verwendeten Heuristiken bieten einen Ansatzpunkt fiir weitere Verbes-
serungen. Insbesondere sind hier die Heuristik fiir die als néichstes zu aktivierende
Klausel und die Heuristiken fiir die Aufgabe von Constraints zu untersuchen.

Der Superpositionskalkiil mit Constraints wurde hier fiir allgemeine Hornklauseln
entwickelt, jedoch nur fiir Unitklauseln umgesetzt. Es gibt Grund zu der Annahme,
dass die Verwendung von Constraints fiir allgemeine Hornklauseln mehr Vorteile
bringt als fiir Unitklauseln. Denn bei allgemeinen Hornklauseln kénnen in der Re-
gel weniger Simplifikationsschritte durchgefiihrt werden als bei Unitklauseln. Daher
ist eine Einschriankung der Erzeugung von Klauseln unter Schwéchung der Simpli-
fikation wahrscheinlich gewinnbringender. Noch stérker gelten diese Argumente fiir
allgemeine Klauseln. Fiir weitere Arbeiten wére es daher lohnenswert, fiir allgemeine
Hornklauseln Redundanzkriterien zu entwickeln oder Untersuchungen fiir allgemeine
Klauseln anzustellen.

Leider zeigen die Messergebnisse nicht den erhofften Erfolg beim Einsatz von Cons-
traints. In der hier vorgestellten Form ist der Einsatz von Constraints im Unitklausel-
Fall somit nicht sinnvoll. Es ergibt sich jedoch sowohl fiir Unitklauseln als auch fiir
allgemeine Hornklauseln grofies Potenzial fiir Verbesserungen. Weitere Arbeiten im
theoretischen und praktischen Bereich miissen zeigen, ob dieses Potenzial ausreicht,
um Constraints erfolgreich einsetzen zu kénnen.
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A. Messergebnisse

Wie in Abschnitt 6 beschrieben wurden 192 Probleme aus der TPTP 2.2.0 [SS99]
mit einem Zeitlimit von 15 Minuten und den in Abschnitt 5.8 beschriebenen Umset-
zungen VC, GC und REF gemessen. Ausgewertet wurden die Vergleichskriterien

e Hauptschleifeniterationen (HI)
e erzeugte Klauseln (EK)
e in P eingefiigte Klauseln (PK).

Bei den folgenden Messergebnissen deutet ein > vor einem Wert in der Tabelle an,
dass die Messung wegen des Zeitlimits abgebrochen wurde. In diesem Fall sind die
bis zum Abbruch erfassten Werte eingetragen, die tatséichlichen Werte liegen daher
iiber dem angegebenen Wert.

REF GC vVC

HI EK PK HI EK PK HI EK PK
BOOO001-1 12 73 55 | >125 >5223 >1153 | >111 >4834 >1822
BOO002-2 107 16651 14457 | >110  >5300 >870 | >111  >4903 >1903
BOO003-2 21 135 111 | >210 >3625 >2550 | >234 >4166 >2689
BOO003-4 15 56 44 | >225 >3961 >2328 | >245 >3717  >2603
BOO004-2 36 405 292 89 1319 793 | >233 >3898 >3026
BOO004-4 27 177 112 | >223 >4081 >2439 261 3823 2737
BOO005-2 30 273 205 85 1266 761 | >216 >3369 >2300
BOO005-4 22 103 73 | >222  >4040 >2448 | >204 >3091 >2127
BOO006-2 20 129 107 | >211  >3641 >2563 | >234 >4224 >2766
BOO006-4 16 60 48 | >224  >3881 >2308 | >231 >3432 >2490
BOO009-2 33 305 223 | >203 >3359 >2360 | >234 >3900 >3028
BOO009-4 24 117 81 | >215 >3874 >2315 189 2623 1886
BOO010-2 39 477 339 | >212  >3629 >2553 | >235 >4168 >2691
BOO010-4 29 203 125 | >221  >3754 >2222 | >238 >3546 >2480
BOOO011-2 16 97 78 16 97 96 16 97 96
BOOO011-4 11 36 31 11 36 35 12 41 38
BOO012-2 161 16202 9881 | >211 >3641 >2563 | >235 >4185 >2695
BOO013-2 70 491 413 | >215 >3647 >2597 | >235 >3916 >2697
BOO013-4 80 1082 452 | >222  >3743 >2233 | >231 >2976 >2225
BOO016-2 43 487 356 | >213 >3485 >2488 | >242 >3782 >2969
BOO017-2 37 322 251 | >212 >3650 >2575 | >238 >3983 >2638
BOO018-4 13 43 34 14 47 44 16 57 50
BOO021-1 24 133 105 13 51 47 12 46 44
BOO024-1 112 1581 1203 | >164 >3606 >2333 | >183 >2977 >2342
BOO025-1 149 2255 1691 | >167 >3659 >2381 | >183 >2977 >2342
BOO026-1 364 7826 6611 | >175 >2165 >2032 | >165 >2120 >2049
COL001-1 40 1227 1180 | >166  >4997 >3173 | >200 >2192 >1668
COLO001-2 29 469 440 | >130 >5429 >2034 | >130 >3766 >3090
COL002-4 >237  >22607 >20284 20 272 255 >45  >2802 >2738
COL004-3 3 14 13 21 89 76 39 246 190
COL044-6 31 2251 2231 >69  >3528  >3419 >64  >2853 >2772
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REF GC vVC

HI EK PK HI EK PK HI EK PK
COL044-7 31 2251 2231 >70  >3618  >3509 >64  >2853  >2772
COL050-1 4 4 3 4 4 3 4 4 3
COL051-1 5 7 5 5 7 5 5 7 5
COL052-1 10 15 14 11 18 17 11 18 17
COL053-1 3 2 1 3 2 1 3 2 1
COL056-1 7 8 7 8 8 7 8 8 7
COL057-1 13 232 221 13 203 191 >43  >2962  >2945
COL058-1 7 61 58 5 32 28 11 89 78
COL058-2 6 49 47 20 308 261 6 33 27
COL058-3 5 46 44 19 304 257 5 29 23
COL059-1 35 197 165 86 1047 917 50 295 282
COL060-2 3 1 1 7 5 4 7 5 4
COL060-3 3 1 1 8 6 5 8 6 5
COL061-2 3 1 1 8 6 5 8 6 5
COL061-3 3 1 1 7 5 4 7 5 4
COL062-2 3 1 1 9 8 7 9 8 7
COL062-3 3 1 1 10 9 8 10 9 8
COL063-2 3 1 1 9 7 6 9 7 6
COL063-3 3 1 1 8 6 5 8 6 5
COL063-4 3 1 1 11 9 8 11 9 8
COL063-5 3 1 1 10 8 7 10 8 7
COL063-6 3 1 1 9 7 6 9 7 6
COL064-10 3 1 1 12 11 10 12 11 10
COL064-2 3 1 1 9 7 6 9 7 6
COL064-3 3 1 1 10 8 7 10 8 7
COL064-4 3 1 1 13 11 10 13 11 10
COL064-5 3 1 1 12 10 9 12 10 9
COL064-6 3 1 1 11 9 8 11 9 8
COL064-7 3 1 1 12 10 9 12 10 9
COL064-8 3 1 1 11 9 8 11 9 8
COL064-9 3 1 1 11 10 9 11 10 9
COL066-2 33 970 935 26 258 246 51 2069 1998
COL066-3 33 970 935 26 258 246 51 2069 1998
COL075-2 14 82 79 37 288 238 | >138  >3660 >1340
GRPO001-2 19 88 56 41 143 103 41 143 105
GRP001-4 15 79 48 16 47 35 16 47 35
GRP002-2 317 3176 2170 | >466  >2512  >2141 | >463  >2512  >2144
GRP010-4 14 36 32 17 36 33 17 36 33
GRPO011-4 21 97 56 83 445 311 83 445 311
GRP012-4 19 190 103 24 127 64 24 127 64
GRPO014-1 114 11718 10297 >43  >3402 >2607 >26  >1347  >1328
GRP022-2 10 32 21 12 32 25 12 32 25
GRP023-2 7 13 10 7 13 10 7 13 10
GRP115-1 14 111 100 17 139 127 17 139 127
GRP116-1 20 194 146 38 378 305 37 361 295
GRP117-1 12 84 80 16 130 119 16 130 119
GRP118-1 21 206 155 40 488 384 39 465 370
GRP136-1 6 8 7 6 8 7 6 8 7
GRP137-1 19 86 7 19 86 79 19 86 79
GRP138-1 150 5929 2986 | >203  >3812  >2207 | >233  >3626  >2323
GRP139-1 17 7 68 20 99 93 20 99 93
GRP140-1 148 5792 2911 | >212 >4009  >2280 | >228  >3941  >2561
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REF GC vC

HI EK PK HI EK PK HI EK PK
GRP141-1 23 112 104 31 141 129 31 141 129
GRP142-1 19 105 88 17 83 76 17 83 76
GRP143-1 15 69 60 31 150 131 31 150 131
GRP144-1 16 81 72 31 151 132 31 151 132
GRP145-1 31 201 140 25 121 109 25 121 109
GRP146-1 18 89 80 20 99 93 20 99 93
GRP147-1 160 6539 3324 | >203  >3812  >2207 | >231 >3616  >2311
GRP148-1 154 6208 3165 | >212  >4009  >2280 | >229  >3901 >2525
GRP149-1 23 112 104 31 141 129 31 141 129
GRP150-1 32 212 143 | >205  >4123  >2299 | >212  >3827  >2457
GRP151-1 5 10 9 5 10 9 5 10 9
GRP152-1 32 212 143 | >205  >4123  >2299 | >212  >3827  >2457
GRP153-1 16 79 70 17 81 74 17 81 74
GRP155-1 259 25488 18962 | >207  >3988  >2259 | >225  >3909  >2511
GRP158-1 224 22528 16743 | >200  >3857  >2222 | >222  >3641  >2336
GRP159-1 228 22799 16996 | >200  >3857 < >2222 | >222  >3641 >2336
GRP160-1 7 15 13 7 15 13 7 15 13
GRP161-1 6 12 11 6 12 11 6 12 11
GRP162-1 41 271 199 | >210 >4010  >2279 81 494 370
GRP163-1 38 234 176 | >210  >4005  >2276 69 393 288
GRP165-1 55 484 323 236 2839 2157 148 1411 1061
GRP165-2 22 126 105 20 100 92 20 100 92
GRP166-1 104 1168 698 | >281 >3027  >2491 >287  >3297  >2439
GRP166-2 105 1186 704 88 505 394 83 487 377
GRP166-3 98 1071 655 | >284  >3071 >2523 | >290 >3334  >2471
GRP166-4 26 151 126 24 121 112 24 121 112
GRP171-1 154 3127 1596 | >285  >2993  >2429 | >322  >3264  >2500
GRP171-2 68 573 394 | >274  >2862  >2312 110 822 607
GRP172-1 57 446 325 | >282 >2999  >2415 143 1071 872
GRP172-2 160 3299 1677 | >282  >2999  >2415 318 3285 2422
GRP173-1 33 184 154 50 251 217 49 250 216
GRP174-1 34 191 159 52 261 226 51 260 225
GRP176-1 14 55 46 25 120 108 25 120 108
GRP176-2 14 55 46 28 147 133 28 147 133
GRP182-1 18 101 84 68 364 252 | >211 >3825  >2455
GRP182-2 24 146 115 33 229 169 | >204  >4235  >2258
GRP182-3 17 89 76 67 352 244 | >211 >3825  >2455
GRP182-4 23 134 107 32 217 161 >204  >4235  >2258
GRP184-4 33 231 176 32 193 169 32 193 170
GRP185-1 102 5847 4466 | >251 >3945  >2284 | >264  >3909  >2528
GRP185-2 96 5792 4424 | >247  >4273 >2433 | >263  >4327  >2339
GRP185-3 35 234 160 | >226  >4023  >2284 | >234  >3880  >2499
GRP185-4 31 232 164 | >217  >4250  >2405 | >228  >4553  >2420
GRP186-3 29 169 125 31 152 133 31 152 133
GRP186-4 20 114 100 21 112 102 21 112 102
GRP188-1 32 212 143 | >205  >4123  >2299 | >212  >3827  >2457
GRP188-2 29 210 147 | >189  >4087  >2311 59 592 415
GRP189-1 16 79 70 17 81 74 17 81 74
GRP189-2 19 103 91 21 111 101 21 111 101
GRP190-1 232 23165 17209 | >208  >4140 >2316 | >227  >3964  >2563
GRP190-2 230 23053 17103 | >207 < >3988  >2259 | >226  >3914  >2517
GRP191-1 234 23357 17399 | >207  >4138  >2314 | >218  >3879  >2505
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REF GC vC

HI EK PK HI EK PK HI EK PK
GRP191-2 233 23301 17346 | >206  >3986  >2257 | >218  >3879  >2505
GRP192-1 25 168 127 114 1285 1056 88 900 741
GRP195-1 17 1040 1020 >67 >4620  >4302 >40  >3355  >3242
LATO008-1 37 746 478 56 601 430 56 601 430
LATO014-1 11 61 45 7 23 22 7 23 22
LCL110-2 36 948 702 | >198  >4856  >4586 | >205  >4921  >4631
LCL112-2 38 995 727 | >198 < >4856  >4586 | >203 < >4801 >4514
LCL113-2 48 1556 1121 | >194  >4648  >4383 | >198  >4657 >4374
LCL114-2 41 1172 835 | >198  >4856  >4586 | >203  >4801  >4514
LCL115-2 46 1428 1024 | >198  >4856  >4586 | >206  >4957  >4665
LCL116-2 57 2251 1636 | >198  >4856  >4586 | >205  >4921 >4631
LCL132-1 8 76 68 9 67 64 9 67 64
LCL133-1 20 181 155 23 241 189 23 266 210
LCL134-1 10 100 85 16 135 121 78 748 667
LCL135-1 12 139 114 32 426 386 97 1429 1312
LCL139-1 35 924 688 | >198  >4856  >4586 | >204  >4904  >4616
LCL140-1 38 995 727 | >194 >4648  >4383 | >198  >4657  >4374
LCL141-1 46 1428 1024 | >194  >4648  >4383 | >198  >4657  >4374
LCL153-1 56 423 351 >175 >3642 >2513 | >298  >2940  >2206
LCL154-1 95 1557 1061 | >178  >3808  >2645 | >304  >3047 >2284
LCL155-1 60 447 359 | >175  >3642  >2513 | >298  >2940  >2206
LCL156-1 54 416 347 | >177  >3802  >2639 | >301 >3008  >2259
LCL157-1 43 310 270 | >175  >3642  >2513 | >298  >2940  >2206
LCL158-1 57 427 355 | >178  >3648  >2519 | >301 >2946  >2212
LCL161-1 34 233 177 33 248 222 63 459 392
LCL164-1 63 1106 723 | >294  >4399  >3593 | >298  >4558  >3213
LDAO001-1 38 163 150 43 205 186 43 205 186
LDA002-1 767 8673 8116 | >364  >2000 >1941 >364  >2000 >1941
LDAO007-3 27 127 120 21 71 68 21 71 68
RNGO007-4 18 82 70 26 131 113 24 120 108
RNGO008-3 105 7001 5487 | >224  >3629  >2797 | >246  >4046  >2915
RNGO008-4 104 6993 5483 | >224  >3646  >2811 | >245  >4075  >2955
RNGO008-7 367 11691 8834 | >200  >4581  >2040 | >209  >4726  >2320
RNGO11-5 13 42 38 23 172 159 23 172 159
RNGO012-6 89 8717 6700 | >183  >4549  >2334 | >164  >4209 >3021
RNGO013-6 37 601 395 | >184  >4662  >2355 | >164  >4209  >3021
RNGO014-6 88 8716 6699 | >184  >4662  >2355 | >164  >4209 >3021
RNGO015-6 89 8717 6700 | >178  >4370  >2274 | >162  >4009  >2882
RNGO016-6 38 602 396 | >184  >4550  >2335 | >165  >4210 >3022
RNGO17-6 38 605 399 | >192  >4563  >2340 | >167  >4156  >2989
RNGO018-6 89 8719 6702 | >186  >4364  >2277 | >164  >3952  >2849
RNGO019-6 63 2348 1645 | >117  >1252 >846 | >164  >2202  >1586
RNGO019-7 68 2576 1819 | >139  >1702  >1188 | >190 >1849  >1436
RNG020-6 63 2348 1645 | >123  >1332 >878 | >170  >2262  >1651
RNG020-7 68 2576 1819 | >141 >1705  >1169 | >188  >1821 >1424
RNG021-6 63 2348 1645 48 286 204 | >166  >2131  >1531
RNGO021-7 68 2576 1819 99 977 744 | >188  >1825  >1425
RNG023-6 17 64 50 17 64 59 17 64 59
RNGO023-7 24 143 120 25 154 146 25 154 146
RNG024-6 17 64 50 17 64 59 17 64 59
RNG024-7 24 143 120 25 154 146 25 154 146
ROB002-1 17 467 420 >57  >6703  >5969 >80  >2862  >2668
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REF GC vVC
HI EK PK HI EK PK HI EK PK
ROB009-1 68 19887 18924 >54 >6491 >5819 >86 >2000 >1900
ROBO010-1 6 27 26 9 40 39 9 40 39
ROBO013-1 17 377 338 9 38 38 9 38 38
SYNO080-1 2 6 5 2 6 5 2 6 5
SYNO083-1 2 3 2 9 121 117 9 121 117
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